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Solucién de los Problemas Propuestos

1. Dados los nimeros complejos z, =2—-2i, z, =-3+i, z3=2Yy 2, =3i.
a) Para cada uno de ellos halla su conjugado y su opuesto.

b) Represéntalos (complejos, conjugados y opuestos) en el plano polar.
Solucién:

a) 7, =2—2i — conjugado: z, = 2+ 2i; opuesto: -z =—2+2i.
Z,=-3+i —> Z:—:%—i; -2, =3-1.
2,=2 = 2,=2; 2, =-2.

2,=3i - 7, =-3i; -z, =-3i.

b) 3 24_ = 3‘!. = 3Ff
—z; = 2-f2135 7= 2245
>

z;=-3+i=101¢

e =7 .
Z3 = £L180° £y =& =ap

2. Para los mismos nameros complejos z; =2—-2i, z, =-3+1i, z3=2 Yy z, =3i, halla sus médulos

y argumentos, para ellos y para sus respectivos conjugados y opuestos.

Solucién:

El médulo de un nimero complejo, el de sus conjugado y el de su opuesto es el mismo.

Si el argumento de un nimero complejo es a, el de su conjugado es —a. (0 360° — o); el argumento
de su opuesto es 180 + o (0 180° — a). Con esto:

« 2, =2-2i — mddulo: |zl|=‘z_l‘=|—zl|=4\f22+(—2)2 =\8=22;

argumento: o, = arctan (_72) =315° (observa que su afijo esté en el cuarto cuadrante).

POI‘ tanto: Zl = 2 - 2| = 2'\/53150 .

. Z,=-3+i — modulo: |zz|=«f(—3)2 +1=410;

argumento: o, = arctan (%) =161,6° (observa que su afijo esta en el segundo cuadrante).

Por tanto: z, =—3+i =101 6.
e Z3=2 — modulo: |22| =2; argumento: ag =arctan0=0° (afijo en el primer cuadrante)
Por tanto, z; =2=2.

. z,=3i > mddulo: |z,| =3; argumento: a, =arctan (gj =90° (afijo en la parte positiva del eje

imaginario) = z, = 3i = 3yy.
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3. Calcula:

a) (2+3i)—(3-i);  b) 3(4-3i)-5i;  ©) 4-2i-3(2-i); d) 2(4-5i)-5(2-2i).

Solucién:
a) (2+3i)—(3—i) = 2+3i-3+i=—1+4i.

b) 3(4-3i)-5i = 12-9i -5 =12-14i.
C) 4-2i—3(2-i) = 4-2i—6+3i =—2+i.
d) 2(4-5i)-5(2-2i) = 8-10i ~10+10i = 2.

4. Calcula;

a) (2+3i1(3-2i);  b) (-3+i)}(-5+2i); ) (2-3i)*; d) (4+5i)°.

Solucion:
a) (2+3i)1(3-2i) = 6—4i+9i—6i* =6+5i+6=12+5i.

b) (—3+i){(~5+2i) = 15—6i—5i+2i* =15-11i —2=13-11i .
¢) (2-3i)’= 4-223i+(3i)° =4-12i-9=-5-12i.

d) (4+5i)° = 16+ 245i +(5i)° =16+40i — 25 =9+ 40i

5. Calcula:
1-2i 3+2i 4 4-2i 5i
a) ~— -, b) —; B —— 3 d) ——; €) ——;
2-2i 5-3i 12-2i 2i 443
Solucion:
2 1-2i _ (1-2i)(2+2i) 2+2i-4i-4i® 2-2i+4 6-2i _3 1
2-2i  (2-2i)(2+2i) 4-4i? 4+4 8§ 4 4
b) 3+2i _ (3+2i}{5+3i) 15+9i+10i+6i° _9+19i _ 9 19,
5-3i  (5-3i)(5+3i) 25+9 34 34 34
o4 - 4(12+2i) _48+8i _48 8 . 12 2.
12-2i  (12-2i)(12+2i) 12°+4 148 148 37 37
—2i _ (4-2i)i 4i-2i% 4
Q) 4 _2| _( ) _A-2° k2 o
2i 20 2i° -2
0 51 _ 5i(4-3i) _20i—15i2_15+20i_§+ﬂi
443 (4+30)(4-3i) 4%2+3? 25 5 5

12+2i _ (12+2i{1-61) 12-72i+2i-12i* _24-70i _24 _70.

1+6i  (1+6i)(1-6i) 1+36 "3 T3 ar
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6. Calcula simplificando el resultado:

2-4i 4 1-2i 2— 2-i 2+6i)
—+—, )——, )——, d)( .)-
1+31 i 2-2i 3i 1-i 3i 2
Solucién:
—4j 2—-4i)i  4(1+3i
a) 2 4_' +i = (sumando como fracciones ordinarias) = ( ) + ( +_ ) =
1+3i i (1+3i)i  (1+3i)i
(8+14i)(-3—i) —24-8i—42i-14i> -10-50i

T (Bri)(3-0) 9_i2 =T

b) 1-2i 2-i _ (1—2i)-(2—i)_2_|_4|+2| _5i
2-2i 3i (2-2iY3i 667  6+6i

—5i(6-6i)  -30i+30i° -30-30i 5 5.

(6+6i)(6-6i)  62+6 72 2 12"

2i 2-i _ 2i(2-1) _2(2-i) 4-2i (4—2i)-(3+3i)_12+12i—6i—6i2_18+6i:1+1i

1 (- |)3i (1 i}3 3-3i (3-3i)(3+3i)) = 3¥+32 18

(2+6i) _ 4+24i+36i° 32424 (-32+24i)i -32i+24i° -24-32i

d = = = = =
) 2i 2i 2i 2 2i? )

=12+16i .

7. Teniendo en cuenta el valor de las potencias de i simplifica la expresion:

_2_i18 +i99 - b 3_i50+i239
2 2+i% ) 1+it%
Solucioén:

Recuerda que: i*
Por tanto:

) _2_i18 +i99 _ _2_i4-4+2+|424+3 —2'i2+i3 __2_(_1)_i _g__i
2+i% 2+i%0 2+1 3 3 3

I’I:iO :1, i4n+1=i1=i; i4n+2=i2=_1; i4l’l+3:'3

3_i50+i239 3_i4-12+2+|459+3 3_i2+i3 —3—i
b = = = =
) 1+ 1+ir48d 1+i 1+i
~3—i}{1-i) -3+3i-i+i® -4+2i
_ J(1-1) _-B+3i-i+i’® _—4+2i _ o

(1+i)(1-) 41 2

8. Expresa en sus distintas formas los siguientes niUmeros complejos:
a) 3(cos60°+isin60°); b) 3(cos60°—isin60°); C) 2(cos135°+isin135°%).
Haz su representacion grafica.-
Solucién:

3 3
r -6
a) 3-(COS 60°+isin 600) — en forma polar: 3600 . 2 2

137
>
En forma bindmica: 3-(cos 60°+isin 600) = 3(% +i g] = g f

2

b) 3(cos60°—isin60°) es el conjugado de 3{(cos60°+isin60°). -2
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Sus otras formas son: 3_gyo =33400; g—ﬁi .

c) Forma polar: 2;;c.

Bindmica: 2/(cos135°+isin135°) = 2{—g+ i %] =2 +/2i.

9. Indica tres numeros complejos que cumplan la siguiente condicion:

a) Su argumento es 45°; b) Su modulo es 5; ) Su argumento es 270°.

Represéntalos graficamente.

Solucion:

Hay infinitas posibilidades. Pueden ser los siguientes_:_ zy . j

) 23 =2450; Zy =450 23 =5,5. Observa que sus afijos estan N

sobre la semirrecta “positiva” de ecuacion y = Xx. 2] z3
11 gl

b) 24 =51500; Z5 =Sp400; Zg = 53000 - Observa que sus afijos estanen  ——————¥———

la circunferencia con centro en O(0, 0) y radio 5. :; fz?

C) Z; =Lyy00; Zg =35700 3 Zg = 55700 Observa que sus afijos estan / j 123 \

sobre el eje imaginario negativo. Zs 51z %6

10. Demuestra la formula del producto de nimeros complejos en forma polar: m,-n = (m-n)(mﬁ) .

Solucion:
Como m, =m(cosa+i-sina) y ng =n(cosP+i-sinf) =

m, g :(m(005a+i-sin oc))-(n(cos[}+i-sin[3)) = (mn)(coso+i-sina)(cosp+i-sinf) =
= (m-n)(COSa-cosB+icos<x-sinB+isincx-cosB+i2-sincx-sinB) =

(por i = -1y agrupando) —
= (mn)((cosa-cosB—sina-sinB)+i(cososinB-+sino-cosp)) =

(por las formulas de seno y coseno de una suma: sin (a+[3) =sinocosPB+cosasinf;
cos(o+B)=cosacosp—sinasinf) -
= (mn)(cos(a+B)+isin(a+B)) = (m-n)(wﬁ).

11. Demuestra la formula de la division de nimeros complejos en forma polar: — = (—j :
(a=P)

Solucion:
Como en el problema anterior:
m, m(coso+i-sina) _ (m\(comﬂ-sin o ){(cosp—i-sinB)

) n) (cosB+i-sinB){cosp—i-sinp)

ng - n(cosp+i-sinp)

(operando y agrupando) —
(m\ (COSOL-COSB— i-cos o.-sin B +i-sin o .cos P —i%-sin a-sin [3)

n) (cosB)2 +(sin B)2
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(por i = 1y aplicando las formulas: sin (oc—B) =sinacosB—cosasinf;

cos(o.—B)=cosacosP+sinasinf); (cosB)2 +(sin [3)2 =1) >

_ [m\ (cosa-cosB+sino-sinB)+i<sin o.cosp—cosa:sinB)
n) 1

n

= (%}(cos(a ~B)+i-sin(a—p))= (mj(ag) :

12. Aplicando la formula de Moivre para n = 2 obtén las razones trigonométricas del angulo doble:
sin(2a) y cos(2a.).
Solucion:
Para n = 2, la formula de Moivre dice: (coso+isin a)2 =cos(2a)+isin(2a.).
Si la potencia se hace como un producto:
(cosou+isin oc)z = (COSOL)Z +2icosa-sino+(isin oc)z = (cos<>c)2 —(sin a)2 +i(2coso-sina).
Luego,
(cosa)” —(sina)’ +i(2cosassin a) = cos(2a) +isin (2a.) .
Igualando las partes real e imaginaria de los dos términos de la igualdad, se tiene que;
cos(2a) = (c030c)2 —(sin a)2 y sin(2a)=2sino-cosa.,
que son las férmulas buscadas.

13. Calcula y expresa el resultado final en forma binémica:
2) 2509450 b) 540040 €) 8gg0 : 21500 d) ——
Solucién:

3

a) 2150 '5450 e (2'5)(150+450) — 10600 4 10600 = 10(COS 600 +| Sln 600) = 10[% + | 7] = 5 + 5\/§| .
b) 5400 '4500 = (5'4)(400+500) = 20900 = 20i .
C) 8900 21200 S (8 2)(900_1200) = 4(_300) = 43300 = 4(COS 3300+| Sln 3300) = 4(— - | E] = Z\E— 2' .

d)
2600

= 5400 = Bg00 = 5{(C0OS 240°+isin 240°) = 5(_5 —iX2

14. Teniendo en cuenta que 1yglsg0 =175 Y que 150 11300 =150 halla los valores de:

a) sen 75°y cos 759 b) sen 15°y cos 15°.
Solucién:
a) Por una parte se tiene que:

14501300 = (COS 45° +isin 45°)( cos 30°+isin 30°) = (7+7i}(—+§q =

V6 2, 6, 2, 62| V62|

4 4 4 4 4 4

Por otra parte, 1,510 =155 =C0S 75°Hisin 75°).
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Igualando las partes reales e imaginarias de ambas expresiones se obtiene:

-, Foz
4

COS75°= Sin75°=

b) Por una parte se tiene que:

R )
1 - _ C0s45°+isin45° _ o 7'_ 2 2 2 2 ) _
5% 780 T 005300 +i sin 30° \/§ 1. B3 1.\ 1.

22 (2+2'}[2_2'J
VB V2, (f_f] VB V2, (f_ﬂ
4 4 2 2 4 4 (4 4 6+v2 | [W6-2]).
SRS E20 7 M e P11

4 4

Por otra parte, Lye :1yg0 =15 =|C0s15° +iSin15° ]
Igualando las partes reales e imaginarias de ambas expresiones se obtiene:

Bl i 2
4

Nota: Idéntico resultado se obtuvo en el Tema 6 (Ejercicio 2) por otro procedimiento.

c0s15°= : sin15k°=

15. Cuando se multiplica un nimero complejo z=m, por i =1g5, M, dgp = M o900)+ S€ produce un

giro de 90°, con centro en O, del vector representante de z. Si el tridngulo de vértices A(2, 1), B(1, 3)
y C(-2, —2) se gira 90° con centro en O, ¢cudles serian sus vértices?
Solucion:

3 B

Los puntos A(2, 1), B(1, 3) y C(-2, —2) son los afijos de los ) "'

nameros complejos: *‘i.\ 9 '
1 =2+1; 2, =143i; z3=-2-2i. w22 .

. . , . . . E?.‘ = 1 1.-".. fi“i
Multiplicando esos numeros complejos por i se obtienen los z's 2y
vertices A", B" y C” del triangulo girado 90°. ] , N i

A 7=z =(2+i)i =2i +i° =-1+2i; B2 AGLIN 2
FLP 'y
B~ 7= 2,i =(1+3i}i =i +3i =—3+i; o
Co 7g=25i=(-2-2i)}i=-2i-2i* =2-2i. ct =2 e
16. Aplicando el desarrollo de un binomio y el valor de las sucesivas potencias de i, calcula:
6
a) (3+2i)°; b) (1+i)’; ¢) (3-2i); d) (1+¢§i) .
Solucién:

a) (3+2i)'= (;’}3"’+®-32-(2i)+@-3-(2i)2 +@-(2i)3 = 3°1+33%(2i)+334i2+8i° =

= 27 +54i +36i% +8i° = 27 +54i —36—8i = -9+ 46i .

b) (1+i)* = (3}1“ +(ﬁ-13-i+(:j-12-i2 +[:}Li3+(j}i4 =

= 14+4i+6i%+4i +i* =1+4i-6-4i+1=—4.
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¢) (3-2i)° = @-35 —(i}s“-(zih@e"’(zif —@-32-(203 +(i}3-(2i)4 —@-(205

= 243-581(2i)+10-27-4i* ~1098i° +5316i* —32i° =
= 243-810i —1080+720i + 240 —32i =597 —122i .

d) (1+ \/§i)6 = (en el desarrollo se omite el factor 1) =
() Ly

= 1+ 6+/3i +153i% + 20.3/3i% +159i* + 6:9/3i° + 27i° =
= 1+ 6+/3i —45—60+/3i +135+54+/3i —27 =64 .

17. Expresa en forma polar los nimeros complejos z; =1+i y z, =1+ J3i. Calcula nuevamente las

potencias (1+i)4 y (1+ J3i )6 del problema anterior.

Solucién: 2 ‘.ZE =143
a) Para z; =1+1i se tiene: 4] __.';,zl=1+z'
my =|z|=V12+1% =2 a; = arctan%: 45°, /
. -1 0 1 2
Por tanto, 4] =1+i= \5450 . )

Con esto,

(1+ i)4 = (\/5450 )4 = (\/5)4

(o)~ 1600 =7 4{c0s180°+isin180°) = 4(~1) = —4.

B3

b) Si 7, =1++/3i = m, =|z,|= 12+(\/§)2 —Ja=2; oczzarctan(Tj:GOO.

Por tanto, z, =1+ J3i= 2600 -

Luego, (1++/3 )6 = (2600)” =2 .600) = 643500 = 64(COS360° +i5In 360°) = 64(1) =64

18. Calcula y expresa el resultado final en forma binémica:
a) (2,5)"; b) (1— \/§i)5; c) (2\/5 + 2i)7 : d) (\/gi )4 .

Solucioén:

a) (2300 )4 = 24(4.300) = 161200 = 16((:031200 +| Sln 1200) = 16 (_% + | ?j = _8 + 8’\/§| .

b)Si z=1-3i: m=|z|=4/12+(—x/§>2 =J4=2; a:arctanL_—szsoOO.

Por tanto, z=1—+/3i = 23000 -
Luego,

3

(1-5i )5 = (23000)” = 2%(5.3000) = 3215000 = 32(C0S1500°+iin1500°) = 32-[0, 5+i 7} —16+16+/3i
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=30°.

c) Para z =23 +2i: m=|z|= (2\/§)Z+22 =16 =4; a:arctan(%]

Por tanto, z = 2/3+2i = 4o
Luego,

(23 +2) = (4300) =47 1500) = 4100 = 4" (c05210° +isin 210°) =
= 6384[——— %J ~8192./3 -8192i .
: 4
d) (\/gl) (\/_900) =(\/_) (4_900)=25360°=25-

19. Calcula:

a) 364 ; b) 3/2-2i; c) 4i; d) 4-8J3+8i; e ¥-1; f) 23 +2i .

Representa graficamente las soluciones de los casos b) y e).

Solucién:
Recuerda:
1 1 1 1
Ya+bi =(a+bi)n =(my )n = (M z600 )0 = [mn } ~ (%) +k-360°) *
(a+k-360°j [ n j
n

a) El nimero 64 escrito en forma polar es: 64 =64 =64, 3500 -
Luego:

364 = 3/(64,500) =W(k-36°°j =4[k'36°°)
3 3

Dando a k los valores 0, 1y 2 se obtienen las raices: z; =4g, Z, =41500 Y Z3 =4p400-

b) EI nlmero 2—2i tiene: mddulo mzafz2 +(—2)2 =/8; y argumento o =arctan [_72)=315°.

Por tanto, 2—2i = ‘/§315°+k-3600 g
Luego:

Y2-2i = \/6_4213f\/§(315°+k-360°) :g’/ﬁ(w) Zﬁ[w)-
3

3
Dando a k los valores 0, 1y 2 se obtienen las raices: z, = 21050, Z, = V22250 Y 73 = 2450

—5 Observa que 3+/8 = \/% 2.

c) La forma polar de i es: i =14y, 3600, lUEGO:
i = {o0o+k:360°) (goo e SGOOJ :

Dando a k los valores 0, 1, 2 y 3 se obtienen las raices:
2y =150, 2y =Nigp 500 Z3=Dpgp50 Y Z4 =gy 50-

d) El nimero —8«/§+8i tiene:
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modulo m = (—8\/5)2 +8% =/256 =16 ; y argumento a = arctan( 8?/§j =150°.

POf tantO, _8\/§+8i =161500+k-3600 .
Luego,

U-83+8i = 4[16,500, 3600 = %(Wj = 2[1500+k360°] '
4

4
Dando a k los valores 0, 1, 2 y 3 se obtienen las raices:
2 =235, Zp =2197500 23= 201750 Y 24 = 230750 -
Raices cibicasde 2 — 21
e) La forma polar de —1 es: —1=1g50, 3500 » lUEGO: 1
{

‘4 - y6’1(180°+k 360°) (180°+k 360°j '

Raices sexta de —1

S
Dando ak los valores 0, 1, 2, 3, 4 y 5 se obtienen las raices: ~\
2 =130, 2 =1gg0, 23 =500, Z4 =150, _1-1 ] -_""'---q___i_h.
Z5 =1y00 Y 26 =13300- 'y
|
: . -11¢
f) Como z=2+/3+2i = 400 = 4300, 13600 » SE tENdra que
V2B +2id = «/ 30°+k 360°) (3oo+k 3600)
Dando a k los valores 0 y 1 se obtienen las raices: z; =25 Y Z, = 2;g50-
20. Calcula las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones:
a) x*+9=0; b) x* —2x+5=0; ¢) x*+2x+10=0; d) x*—4x+13=0.

Solucion:
a) X2+9=0 = xX*=—9=x=/-9=x=143i .

b) Aplicando la formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado:

_2+44-20 _2+\-16 _2z4i _{1+2i

—-2X+5=0= X = .
2 2 2 1-2i

c) x?+2x+10=0 = x= = = g
2 2 2 ~1+3i

2+J4-40 —2+-36 -2+6i {—1—3i

d) X% —4x+13=0 = X = .
2 2 2 2+3i

4+»\f16 413 4J_r«f—36 _ 4+6i _{2—3i
Observaciones:

1. Las raices complejas de una ecuacion de segundo grado son conjugadas.

2. En general, si una ecuacion con coeficientes reales tiene a un nimero complejo por raiz, también

es raiz el conjugado de dicho numero.

www.immat.es


http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas 1° Tecnolégico. ALGEBRA y GEOMETRIA. Tema 8: Nimeros complejos 10

21. Resuelve las ecuaciones:
g) 2243127124 g . b) 222 +3iz+2=0.
Z
Solucion:
a) Operando se tiene:
—-72+3iz-12
z

= 22=—4:>z=\/—4 = z=%2i.

=37+3i-1 = —7+3iz-12=37%+3i7—7 = -12=37> =

b) Aplicando la formula de resolucion de la ecuacion de segundo grado:

3i+y(3I) -422  3i+y 9 422 3£y 25 -3i5i {—Zi

272 4+3iz+2=0 = 7= T
2.2 4 4 4 i/2

22. Halla una ecuacion de segundo grado que tenga por raices z; =2—iy z, =2+i.
Solucioén:
Vale cualquier expresion del tipo k{z—(2—-i))(z—-(2+i))=0, conk 0.
Haciendo k = 1, multiplicando y simplificando, se obtiene:
(z—(2-i){z—(2+0))=0=> 2" -2z —iz-22+4+2i+iz-2i-i*=0 = 2 —42+5=0.

23. Encuentra una ecuacion que tenga por raices z; =1+2i, z, =1-2i, z;=-1y 7, =2.
Solucion:
Vale cualquier expresion del tipo k{z—(1+2i))(z—(1-2i))(z+1)(z-2)=0, con k # 0.
Haciendo k = 1, multiplicando y simplificando, se obtiene:
(z—-(1+2i))(z—(1-2i))(z+1}{z-2)=0 =
(z2 —z+2iz—z+l—2i—2iz+2i—4i2)-(z2 —z—2):0 =

<22—22+5)-(22—z—2):0 — 74 -32%+5z°-7-10=0.

24. Halla las soluciones reales y complejas de las ecuaciones:

a) x* +10x*> +9=0; b) z* +52°+4=0.
En cada caso, comprueba el resultado para una de las soluciones.
Solucién:

Son ecuaciones bicuadradas. Se hace el cambio x> =t ena)y z> =t en b).

_ -10++100-36 -10+8 _ {—9

a) x* +10x2+9=0 - t*+10t+9=0 = t > -— g

—3i
Parat=-9= x°=-9 = x:\/—9={3_ .
|

—i
Parat=-1= x°=-1= x=x/—1:{_ .
|

Puede comprobarse, por ejemplo, que x =-3i es solucion.
En efecto, sustituyendo en x* +10x* +9 =0 se tiene:

(=3i)" +10(-3i)* +9=81i* +109i% +9=81-90+9=0.
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_ -5+./25-16 543 _{—4

b) z*+522+4=0 > t>+5t+4=0 = t =
2 2 -1

—2i —i
Parat=-4= 7=-4 = z:\/—4:{ i - Paat=-1= 2=-1= z:J—_lz{ -
Puede comprobarse, por ejemplo, que z =2i es solucion.
En efecto, sustituyendo en z* +5z2 +4=0 se tiene:
(2i)" +5(2i)’ +4=16i" +54i2 +4=16-20+4=0.

25. Halla las soluciones reales y complejas de las ecuaciones:

Q) X°+4x=0; b) x®—2x? +4x—8=0.

En cada caso, comprueba el resultado para una de las soluciones complejas.
Solucion:

a) Sacando factor comdn: XX +4x=0 —> x(x2+4):0 = { :>{

X=42i

b) Se busca una raiz entera; si la hay, sera divisor del término independiente, de 8.
Vale x = 2, pues: 2°—2:2°+42-8=0 = (x—2) es un factor de la ecuacion.
Dividendo por Ruffini:

X2 —2x% +4x—-8=0 < (X—Z)(x2 +4):O

—> Las otras soluciones son las de x?+4=0, que son x=-2i y x=2i.
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