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TEMA 9. VECTORES. PRODUCTO ESCALAR

1. VECTORES EN EL PLANO: DEFINICIONES Y OPERACIONES

Vector fijo y vector libre
. El vector que tiene por origen el punto A y por extremo el punto B, se llama vector fijo AB .
Médulo del vector AB es la longitud del segmento AB. Se denota ‘ﬁ‘ .

El médulo del vector AB es igual a la distancia entre los puntos Ay B: ‘ﬁ‘ = d(AB).

Direccién de AB es la de la recta que contienea Ay a B.

Sentido de AB es el que indica el traslado de A a B. G B

5 P L™
« Dos vectores fijos son equipolentes (iguales) si tienen el mismo 4 1 g C
médulo, la misma direccién y el mismo sentido. Si AB y CD son 3T .
equipolentes, entonces el poligono de vértices A, B, Dy C (en ese 2 _D : -"‘
orden) es un paralelogramo. Todos los vectores representados en la ! P
figura adjunta son equipolentes. 0| 1234567 8

« Se llama vector libre a un vector y a todos los equipolentes a él. Asi, en la figura los vectores
AB, CD y OP son el mismo libre. El vector p=0P, con origen en O y extremo en P puede ser el

representante de todos ellos. La ventaja de este Gltimo consiste en que para determinarlo basta con
dar solo las coordenadas del punto P, extremo del vector.

Ejemplo:

El vector AB de extremos A(1, 3) y B(5, 5) es equipolente al 6 B

vector DC , de extremos D(3,2) y C(7, 4); y ambos S > 4 C
equipolentes al vector OP con origen en O(0, 0) y extremo en 4 A /’f /"
P(4, 2). Todos ellos definen al vector p = (4, 2). 3 n_—

Puede observarse que las coordenadas de p = (4, 2) se obtienen 2 |a b5 o T

restando las de los puntos B(5, 5) y A(1, 3), o las de los puntos 1 P

Es(t70 gg:y @, 2). Ol 1 2 3 456 7 8

AB =(5,5)—(1,3)=(4,2); CD =(7,4)-(3,2) = (4, 2).

Correspondencia entre puntos y vectores
Entre los puntos de R? (del plano cartesiano) y los vectores libres del plano (V2) existe una
biyeccion (una correspondencia univoca en ambos sentidos):

A cada vector AB , equipolente a OP, se le asocia el punto P.
A cada punto P se le asocia el vector p= OP.
En esquema:
RZ >V,
X(%y) = X=(xY)
Asi, a los puntos A(1, 3), B(5, 5) y P(4, 2), representados en la figura de arriba, les corresponde los
vectores: d=(1, 3), b=(5, 5) y p=(4, 2), respectivamente.
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Operaciones con vectores libres: suma y multiplicacion de un vector por un nimero
Si d=(ay, &)y b=(b, b,), entonces se define:
. a+b=(a,a,)+(b,b,)=(a,+b,a,+b,).

* 5—5:(&1, az)_(bl’bz) :(ai_bl' a, _bz)-
. Ad=(Ara,Aa,).SiA>0, Ad tiene el mismo sentido que &; si A <0, tendréa sentido contrario.

Notas:
1. La suma cumple las propiedades:

Ol

conmutativa; [§+5:5+é]; asociativa: [(§+5)+6:a’+(6+

))

—(by, b,)=(-hy, —bz)]-

existencia de elemento neutro: [6 =(0, O)]; y del opuesto: [—5
2. El producto por un namero cumple las propiedades:
distributivas: [k-(é + 6) =\a+ X-B} y [(A+np)d=nd+pd|; “asociativa™: [ (Ap)d =r{(pd)];

existencia de elemento unidad: 1-a =4a.

(A y pson nimeros reales: A, u € R). 9 i
b-a
Ejemplos: 1
SiJAng, -2)yB=(3,-1),setendra: a=(1,-2); b =(3,-1). —— ¢ 4 —
a) d+b =(1,-2) + (3, -1) = (4, -3). AT AN Mz
b) 2a=2{1-2)=(2,—4). i-b }
¢) b-2a=(3,-1)-2(L-2)=(3-1)-(2-4)=(13). Y N
P I R

- Engeneral, el vector determinado por dos puntos A(a, a,)
y B(by, b,), el vector AB,es AB=b-a=(by, b,)—(a, a,)=(b—a, b,~a,).

Ejemplo:
Para los puntos A = (1, —2) y B = (3, —1) se tendra:
AB=b-d=(3 -1)-(1-2)=(2 1). BA=d-b=(1,-2)- (3 -1) = (-2, -1).

Interpretacion geométrica de las operaciones con vectores libres

Para sumar dos vectores se pone uno a continuacion del otro (el origen del segundo en el extremo
del primero). El vector suma tiene como origen el origen del primero, y como extremo el extremo
del segundo. También puede aplicarse el esquema del paralelogramo, trasladando ambos vectores al

origen: la diagonal que parte de O es la suma; la diagonal BA es la resta a—b .

Suma v resta de vectores Multiplicacion deun
Vector por un nimero

Para sumar geométricamente varios vectores pueden ponerse uno a
continuacion del otro. El resultado es el vector que tiene como origen el
del primer vector y como extremo, el extremo del ultimo vector.
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2. MODULO Y DIRECCION DE UN VECTOR. APLICACIONES

« ElI' modulo de un vector es su longitud. Puede calcularse aplicando el teorema de Pitagoras.

Si el vector es d=(ay, &, ), sumadulo es [d] =+/a,” +a,” .

g‘i[-ﬂ'k ﬂ':j
« Ladireccién de un vector es un nimero que viene dado por la tangente del a
A
angulo a., el que forma el vector OA=4 conel eje horizontal. Se calcula o |
. , a a
aplicando la formula tano = =2 . ol =

Cll
Nota: Para los numeros complejos se hablaba de médulo y argumento. Si se hubiese definido el
namero complejo z =& +a,-i, su forma polar seria z = (ma) = |§|OL : el argumento es el angulo; la

direccion, la tangente de ese angulo.
Ejemplo:
a) El médulo del vector & = (1, 2) es [a|=V1* + 2% =+/5.. Su pendiente vale 2: tano = % =2.

b) Para el vector 3-d se cumple que [3a| =3]al; siendo su pendiente la misma, 2.
En efecto: 3a=3- (1, 2) = (3, 6) = [3d] =/3? +6% = /45 = /95 =3./5 =34 .

La pendiente de 3@ = (3, 6) es tana = g =2.

c) Para el vector opuesto de &, para —a, se cumple que |-a| =|al;
siendo su pendiente la misma, 2.

Enefecto: —a =—(1,2) = (-1,-2) = |a|= ,/( —1)2+(-2)? =5 = |al. /?
N 1

== M) W B =

La pendiente de —a = (-1, -2) es tana = 1:2.

— Observa que los vectores d, 3-a y —a estan sobre la misma recta; -2 -11/
la de ecuacion y =2x, de pendlente 2 (de “direccion” 2). _ !2

. Engeneral, |k-a|=|k[{a|. Igualmente, |=

(Las barras de |k| son las de valor absoluto; las barras de |a| son las de médulo. A veces, para
distinguirlas, el médulo de & se denota |4]).

. \ector unitario
Un vector se llama unitario si tiene modulo 1.

o : , B} V.11l
Son vectores unitarios, por ejemplo: t; = (1,0)y u, =(0, 1). "1., N
Son unitarios todos los vectores con origen en O y extremo en los sin120° we " Yo
puntos de la circunferencia con centro en O y radio 1. . o i,
En particular es unitario el vector V =(c0s120°, sin120°);y cualquier AT 1
vector de coordenadas V,, =(cosa, sina), pues cos120°
|va|—\/(005a)2+(sin a)’ =1=1. -1
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. Vector unitario en la direccion de un vector dado

A Veces se necesita un vector unitario en la direccién de cualquier vector dado & =0 = (O, O). Este

vector es U = ﬁ-é . (También vale su opuesto, —U = —ﬁ-a’ ).
a a _

Vv 4
Ejemplo: 3
a) Para @ = (1, 2), como |a| =v1? +22 = /5 = el vector Py

21 7
1 1 1 2 o
—a=—=(1 2)=| —=, —= | es unitario.
4 Vel ( 5 Jgj Ls N |4 e
5 5
También es unitario el vector —i-a = (—i i] - 2
|§| \/g’ Jg : -3 -2 - _? 1
b) Un vector unitario en la direccion del vector p = (-3, 4), cuyo modulo vale 5, es % p.
En efecto, si p = (-3, 4), sumédulo es | p|=/(-3)? +4? = /25 =5,
2 2
Siendo 1-*:1-(—3, 4)= —§, 4 = l-ﬁ Sy + 4 /i+E= /Ezl.
5 5 5 5 5 5 5 25 25 25
. Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos es igual al médulo del vector que B(by. by)
determinan.
Si A(a,, a,) y B(b, b,), como AB=(b,—-a, b,—a,) = Alay @)~ by—ay
d(A, B):‘A_B"=\/(bl_al)2+(b2_a2)2. ) ‘.5 “b—a 4

[

Ejemplo:

SiA=(1,2)yB=(6,5),como AB=b-3a =(6,5)-(,2) = (5, 3),
la distancia entre Ay Bes: d (A B)= ‘E‘ = \/(6—1)2 +(5—2)2 =\52+3% =34,

« Punto medio de un segmento
El punto medio del segmento de extremos A= (a,,a,) Y

4{((}'1: azj
a, +b a,+b :
B=(b,b,) es M =( 12 L, 22 Zj. x%(bh by)
1 a ’:’ e

Puede verse que OM :OA+§-AB. S 2T b
Como AB=(b,—a, bz—az):%ﬁ:(bl;al, bZ;azj, 7
luego OW:@+£E - (311 a2)+ bl—al1 b, —a, — a1+b11a2 +b, .

2 2 2 2 2
Ejemplo:
Para A(2,5)y B(-1, 3) el punto medio es M =(27_1 SLZ?)Jz(% 4).
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3. COMBINACION LINEAL DE VECTORES. BASES

Dependencia e independencia lineal de vectores

 Dos vectores son linealmente dependientes si tienen la misma direccion (o direcciones paralelas).
Todos los vectores de la forma v =k-a dependen linealmente del vector a: las coordenadas de uno
son directamente proporcionales a las del otro.

Ejemplo:

Si @ = (-1, 2), todos los vectores de la forma k-a =k+{(-1, 2)=(—k, 2k) tienen la misma direccion
que &. Asi, d = (-1,2), 3@ =(-3,6), - =(1,-2) y kd=(-k

dependientes entre ellos.

, 2k) son todos linealmente

« Dos vectores son linealmente independientes si tienen distinta direccion.
Si dos vectores & y b son linealmente independientes, entonces no es posible la igualdad a=k-b .

Ejemplos:
a) Los vectores a =(-1,2)y b =(4, 2) son linealmente - 5
independientes. Observa que tiene distinta direccion. % 2 g

=y
[

b) Igualmente son linealmente independientes los vectores t; = (1, 0) y
u, =(0, 1). 10 1 2 3 4

Dependencia lineal de dos vectores

Un vector ¢ depende linealmente de otros dos a y b cuando el primero se puede escribir en
funcion de los otros dos (como suma o diferencia de ellos, multiplicados por nimeros). Esto es,

cuando € =k;-d+k,b .

También se dice que ¢ es combinacién lineal de a y b .

Ejemplo:

Dados & =(-1,2)y b =
C=ki{(-1 2)+k,(4, 2).
Para cada par de valores de ki y k2 se obtiene un vector ¢ que dependede d y b .
Siki=5yke=3= ¢=5(-1 2)+3(4, 2)=(-5, 10)+(12, 6)=(7, 16).
Siki=0yke=-1= C=0(-1 2)-1(4, 2)=(-4, -2).

(4, 2), los vectores que dependen linealmente de ellos son de la forma

— Para ver si un vector ¢ depende linealmente de & y b hay que encontrar los valores de k1 y ko
que cumplan la igualdad € =k;-d+k,-b . Para ello hay que resolver un sistema lineal.

Ejemplo:
Dados & =(-1,2), b =(4,2)y ¢ = (4, 7), paraque C = k-d+k,b , debe cumplirse:
4=—k, +4k
(4, T)=k(-L 2)+ky(4, 2) = (4, 7)=(-k +4k;, 2k +2k,) = {7:2ki+2k2.

Resolviendo el sistema se obtiene: k; =2; k, :g .—>Estoes: C=2a+—=b.

N

(Compruébalo haciendo los célculos oportunos).
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Bases en el plano vectorial (en R?)
En el plano, una base es todo par de vectores linealmente independientes (no paralelos y no nulos).

Esto es, si los vectores a y b forman una base de R2, entonces:
1) Ambos vectores son linealmente independientes. (Deben tener distinta direccion).
2) Cualquier otro vector ¢ puede escribirse como combinacion lineal de ellos: existen dos numeros

kiy ko tales que € =k-d+k,b .
Los numeros (k1 y k2) se llaman componentes de ¢, respecto de la base {a, 6} :

(Como se ha visto en el ejemplo anterior, esos nUmeros se encuentran resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales).

Ejemplo:
Los vectores {é =(-1 2), b =(4, 2)} forman una base del plano vectorial.

1) Es evidente que son linealmente independientes: tienen distinta direccion (sus coordenadas no
son directamente proporcionales).

2) Cualquier vector vV = (x, y) se puede escribir en funcion de

8
- " , . .. ,CH= )]
ay b.(Severaen el Ejercicio 1). En conc;eto, el vector 7 4
¢ = (4, 7) puede escribirse como € =2-d+ b, [asi se ha o o 3
2 5 c=Za+s b

visto en el ejemplo anterior]. Las componentes del vector C, 2ay 4 F

_ \3 - | -
respecto de {é, b} ,son k; =2; k, :E. i EE:

2 a’ls ' b 2

Observacion: Las coordenadas de C son (4, 7); las componentes ‘-\ /
de C en funcion de {a, 5} son [2, 3/2]. Esta dicotomia puede -3 -2 -0 12 34567 8
generar errores, pues no se ajusta al sistema cartesiano usual. -2

Base canodnica

La base canonica, la que se usa si no se advierte nada, es {t, =(1, 0), G, =(0, 1)}. Esta formada por
dos vectores unitarios que siguen el sentido positivo de los ejes de cartesianos.

— En esta base, las componentes de cualquier vector coinciden con sus coordenadas. Esto es, para
cualquier vector € =(¢;, ¢, ), se cumple que:

C=(c, ¢)=0(L 0)+¢,(0, 1) > C=(cy, C,) =0 Uy +Cyly.

En la base canonica, para determinar el vector ¢ basta 4
con indicar su extremo, el punto C(cy, C,). €y . Cle. ;)
3
. _ ., _= _ ] E=Clﬁl+ﬂzﬁz __ r
Por lo mismo, el vector & = (-1, 2) también puede a=(-12) b=(4.2)
A 2 B

escribirse como & = -1, + 2:U, . Es mas corto
escribirlo de la primera manera. 1
Igualmente, b = (4, 2) < b =44, +24,. T

iy 2 3 4
Sistema de referencia en el plano euclideo

Laterna {O(0, 0); G, =(1, 0), t, =(0, 1)} constituye el sistema de referencia euclideo, que es el
que se utiliza normalmente: el sistema de referencia cartesiano, pero con vectores.

Queda determinado por un punto fijo, O(O, 0) ; Y por dos vectores perpendiculares y unitarios,

G,=(L 0)y G, =(0, 2).
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4. PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

Definicion y propiedades

Dados dos vectores V =(vy, V,) y W=(w;, W,) se define: 7= (. ;)
. Producto escalar ordinario: V-w = |V|{W-cos(V, W). / 5 =(4. )
« Producto escalar canonico: V-w = V;-W, +V,W, . el

Observaciones:

1. Las definiciones dadas son equivalentes, pero la segunda es mas
operativa siempre que los vectores vengan dados en funcién de la base canonica.

2. Conviene observar que el producto escalar de dos vectores es un numero real, que puede ser
positivo, negativo o cero.

Ejemplo:
a) Si de los vectores V' y W forman un dngulo de 30° y se sabe que |V|=5 y |W| =4, entonces,

B3

VW = 5:4-c0s 60° = 20-7 =1043.

b) Si los vectores son Vv=(4,2)y w=(2,3) = vw=(4,2) - (2,3) =8+ 6 =14.
c)Sid=(-1,2)yb =(63) = ab =(-1,2)-(6,3)=-6+6=0.
dyParac =(4,7) yd =(2,-3)= ¢d =(4,7) - (2,-3)=8-21=-13.

Propiedades

El producto escalar de vectores cumple, entre otras, las siguientes propiedades:

1. Conmutativa: V-W =WV 2. Distributiva: d-(V+w)=0v+u-w

3. Paratodo V: VvV >0 4.SiVvw=0 = vV y W son perpendiculares.

— La demostracion de estas propiedades no es dificil. Aqui se van a zﬁ'
demostrar la 12 y la 42. ;
- Lademostracion de la 1% se basa en que cos(V,W)=cos(W,V): e

cosa =cos(—a.).

Como V-W=|V||W}-cos(V,W) y WV =|W}{V|cos(W,V) = VW =WV,

« La demostracion de la 42 se basa en que cos90°=0.
Asi, si VW = |V|{w|-cos(V, W) =0, supuesto que ninguno de los vectores es nulo, debe concluirse que

cos(vT/,\?) =0; lo que significa que oo = 90° 0 a 270°: perpendiculares en ambos casos.

Ejemplos:
a) Los vectores Uy =(1, 0) y t, =(0, 1) son perpendiculares, pues a=(-12)
tyt, =(1, 0)(0, 1)=0+0=0. g~ —n=(21)
b) Hay infinitos vectores perpendiculares a uno dado. Si un vector
V =(v, V, ), entonces, todos los de la forma fi =k:(—V,, v;)son

perpendiculares a v ; en particular +n = J_r(—vz, vl). En efecto, - -1

Vel = (Vg Vo )=V, Vi) =iV, ) +V,oy =0

— Es el caso de los vectores @ = (-1, 2), i=(-2, —1) y —i=(2, 1) adjuntos.
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Aplicaciones del producto escalar

. El médulo de un vector a=(a, a,), se define asi: i=(a, a;)
ja]=+Vaa =+a’+a, . 4
- . : - a
Expresion se obtiene a partir del producto escalar a-a, pues: a;

aa= |é|-|§|-cos 0°=ada= |§|-|§| = |§|2 = |a|= Jaa.
Esta definicion es coherente con el teorema de Pitagoras: el modulo de un
vector es la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo.
Ejemplo:
El médulo de los vectores v = (2, -1), w=(4, 3), X =(3,0) e y =(0, —4) es:

V] =22 +(-1)? =5; [W=+/42+32 =25 =5; |x|=\/3? =3; |y|=+[(-4)2 =4

« Coseno del &nqulo que forman dos vectores

V-

=)

De la definicion del producto escalar, V-w = |V|{W}-cos(V, W), se deduce que: cos(V, W) = v

— Teniendo en cuenta la definicion del producto escalar candnico, y suponiendo que V = (vl, v2)

[

W=(w, W, ), se tendra:

IT;'
V-W 3
VI W] \/vlz +V,° -\/wlz +w,? 2 w

1| 4. W)

Ejemplo: e/

. _ _ 10| 42/ 3 4
El coseno del angulo que forman los vectores v = (2, -1) y w= (4, 3) P \?
sera:
cos(V, W) = LA > \E = o = angulo (V, W) = arccos? = 63,4°.

Vil B5 546

« Vectores ortogonales y vectores ortonormales.

Dos vectores son ortogonales, perpendiculares, si su producto escalar vale cero. 4"
_ . , o ¥
Si dos vectores ortogonales tienen modulo 1, se [laman ortonormales. — -

Como ya se ha dicho, la base canénica {t, =(1, 0) y U, =(0, 1) }, que esta formada por vectores
unitarios y perpendiculares, es una base ortonormal.

Ejemplo:
Los vectores d =(-1,2) y b= (4, 2) son ortogonales, pues G=(-1,2) 5o, 2
a-6=(-12)-(4,2)=-4+4=0. \ 2 &

Como [d|=+5 y ‘6‘ =20 = 2.5, los vectores

g{-_l 2j b = 2)(2 1)
a5 ) | 26 NN
son perpendiculares y unitarios.

(Recuerda que dado cualquier vector @, el vector —-a es unitario).

En consecuencia, esos dos ultimos vectores tamblen determinan otra base ortonormal.
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5. EJERCICIOS FINALES

Para profundizar en los conceptos estudiados se plantean algunos ejercicios.

Ejercicio 1
Demuestra que los vectores {é =(-1 2), b=(4, 2)} forman una base del plano vectorial.

Solucioén:
1) Son linealmente independientes, pues tienen distinta direccion. Para ello hay que ver que la
relacion b =k-a es imposible.
En efecto, si b =kd = (4, 2)=k{(-1, 2) = (4, 2)=(-k, 2k) = k=-4 y k =1 — absurdo.
2) Cualquier vector v :(x, y) se puede escribir en funciénde a y b .
En efecto, si:
X =—k; +4k,

(% ¥)=k(-L 2)+ky(4, 2) = (X, y)=(-k +4k,, 2k, +2k,) = {y:2k1+2k2'
Resolviendo el sistema se obtiene:

{x:—k1+4k2 - E1—2E2{x—2y:—5k1 k= —X+2y T, = 2x+y

y=2k +2k, E2+2E1 10

y+2x =10k, 5
Por ejemplo, si el vector es V=(-12, 9) = k, = 12429 _ 6; k,= _2f0+9 = —g ; lo que significa

que (12, 9)=6(-1, 2)->(4, 2).

Ejercicio 2

Partiendo de la definicion del producto escalar ordinario y aplicando la propiedad distributiva
deduce la expresion del producto escalar canénico.

Solucién:

En efecto, si V.=(vy, V,) y W=(w;, W,); esto es: V =Vyli; +V,l, Y W=w, +W,l,, entonces:
VoW = (Vg + Vol ) Watly +Woly ) = Vg Wy (T Oy ) + Vg Wy (U U ) + Vo Wy (U Uy ) + Vo Wy (U0, ) —

— (como (U0 ) =1;(UyUy ) = 0; (U 0y ) = 05 (U Uiy ) =1) = VW= VW +Vy W, .

Ejercicio 3
Demuestra que si P es un punto de una circunferencia de diametro AB, entonces los vectores PA y
PB son perpendiculares.
Solucion:
Como puede apreciarse en el dibujo:

PA=AG+OP; OB = OP + PB > PB = OB—OP.
Los vectores AO, OB y OP tienen médulo r, el radio de la
circunferencia.

El angulo que forman AO y OB con OP es a.

Los vectores PA y PB seran perpendiculares si su producto

escalar vale 0: PAPB=0.
Multiplicando:

PAPB = (?ouﬁ)-(cﬁ —@) = AO-OB - AO-OP +OP-OB-OP-OP = (utilizando la

definicion de producto escalar ordinario) = r-r-cos0°—r-r-cosa+r-r-coso.—r-r-cos0°=0.

;i.’.
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Ejercicio 4

Utilizando el producto escalar, demuestra el teorema del coseno para el triangulo ABC.

Solucién:

Recuerda lo que decia el teorema del coseno:

“En un tridngulo cualquiera, el cuadrado de un lado es igual a la suma

de los cuadrados de los otros dos lados menos el doble producto de ellos

por el coseno del angulo que forman”.

Esto es, se cumplen las relaciones: \H
a® =b%+c?—2bc-cos A; A ) +C
b* =a®+c” —2ac-cosB;

c? =a® +b? —2ab-cosC.
Vamos a demostrar la primera de esas relaciones: a® =b? +c? —2bc-cos A.

Para ello dibujamos sobre los lados del triangulo los vectores
AB, AC y BC que se observan, cuyos modulossonc, by a,

T

respectivamente. Esto es: ‘ \ @
[BC|{BC|=a%: [AC|{AC|=b7; |AB[{AB|=c? [1]
Como AC = AB + BC — BC = AC _ AB. 4 5 ¢

Multiplicando:

BCBC =(AC- AB)(AC - AB) =

— BC-BC = AC-AC — AC-AB— AB-AC + AB-AB = (sustituyendo [1]) =

= a?=h? —‘ATf‘-‘ﬁB"-cos(ATf, ﬁ)—‘ﬁ‘-‘ﬁ‘-cos(ﬁ, A‘C’)+c2 —
Como cos(ATf,ﬁi) = cos(ﬁ,rc) =cosAy ‘TCHE‘ = ‘ﬁHATf‘ — a%=b?+c?—2bc-cosA.
Nota: Utiliza la misma estrategia para demostrar alguna de las otras férmulas.
Ejercicio 5
Dados loa puntos A(—4, 5) y B(8, 1), determina las coordenadas de los puntos que dividen el
segmento AB en 4 partes iguales.

Solucion:
Son tres puntos, B, P, y P;, los que dividen un segmento en 4 partes. Si las partes son iguales,

entonces

A
\ | . 1/~ - T 5
48] ~[Fi2 -[] P8 -5 (5 -a) oA
h -t W
- S
Como AB=b-a =(8,1) - (-4,5) = (12, -4) = A Y ] B
\7=3(6_a*):(3, -1). ARE: " —
4 q e
Con esto: S i TH
OR =3+V =(-4,5) + (3, -1) = (-1, 4). e e A . 9;_41[,55_55] r8
OP,=d+2V =(-4,5)+2 - (3,-1) = (2, 3). 4

OR, =d+3V = (-4,5) +3 - (3,-1) = (5, 2).
Luego, los puntos buscados son: B, (-1, 4), B,(2, 3) y R(5, 2).
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Dados los puntos A(1, 3), B(5, 1) y C(2, —-3), representalos y determina las coordenadas de los
vectores:

a) AB, AC y CB.
b) Halla y representa graficamente el vector OA+OB.
c) Comprueba que AC = AB+BC.

2. Dados los vectores & = (-1, 3), b =(2,-1)y € = (4, 5) calcula:
a) d+b+c¢; b) 2a-b; c) a+3b-¢: d) —3a+b—2¢

3. Dados los vectores del plano a = (2, 1) y b = (-1, 3), representa graficamente:
a+b; da-b; a+2b; a+3b

4. Para los vectores del ejercicio anterior, ;observas alguna relacién entre los extremos de a + b ,
a—-b,a+2b...?2:Podrias decir donde se encontraran los extremos de todos los vectores de la
forma & + A b, siendo A un ndamero real?

5. Considera el vector fijo de extremos A(1, 2) y B(4, 3).
a) Halla su modulo.

b) Da los extremos de dos vectores que sean equipolentes al vector AB del ejercicio anterior. Da
también su vector libre asociado.

6. Representa los puntos A(1, 2), B(4, 3) y C(6, 0). Halla otro punto D de manera que ABDC (en ese
orden) sea un paralelogramo.

7. Para el paralelogramo ABDC del ejercicio anterior, comprueba que las diagonales se cortan en su
punto medio. Esto es, que el punto medio del segmento AD es el mismo que el punto medio del
segmento BC.

8. Para el mismo paralelogramo ABDC, calcula lo que miden sus lados y sus diagonales.

9. Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al segmento de extremos A(-1, 4) y B(3, -2)
en tres partes iguales.

10. Dados & = (-1,2) y b = (3, 5) encuentrap y q para que pa + gqb = (2, -3).

11. Demuestra que los vectores del plano & = (2, 1) y b = (-1, 3) forma una base. Expresa el vector
vV = (-3, 4) en funcion de dicha base.

12. En la base {a:(z, 1), b=(-1, 3)} se sabe que Gi=2a+b y V=-3a+5b. Halla G .

13. Para los vectores @ =(-1,2) y b= (3, 5), halla su producto escalar y el angulo que forman.

14. Halla un vector perpendicular a cada uno de los vectores del ejercicio anterior. Comprueba que
tu resultado es correcto.
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15. Si |u| =4, V| =5 y G« =10, calcula:
a) U{30-2v); b) El 4ngulo que forman ambos vectores.

16. Dados los vectores d = (3, ), b = (2, —1) determina el valor de y para que:
a) a y b sean perpendiculares.

b) EI médulo de & sea doble que el de b .

c) & y b tengan la misma direccion.

17. Dado el vector Vv = (-3, 4), halla:

a) Los vectores unitarios en la direccion de v .
b) Un vector perpendicular a v de modulo 2.
Representa graficamente los vectores hallados.

18. Aplicando el producto escalar halla el area del triangulo de vérticesA=(-1,2),B=(4,3)yC=
(2, -1).

19. Halla, en la direccion del vector de extremos A = (-1, 2) y B = (4, 3):
a) Un punto C, tal que la distancia de A a C sea doble que la distancia de B a C.
b) Un punto D, tal que la distancia de A a D sea la mitad que la distancia de B a D.
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