Aplicaciones lineales Apuntes sencillos Javier Burgos

TEMA 1. APLICACIONES LINEALES

1.- APLICACION ENTRE CONJUNTOS

Definicion: Una correspondencia entre dos conjuntos A y B es subconjunto del producto
cartesiano de ellos AxB que nos permite relacionar los elementos de A con los de B. Se
representa como:

f:A - B.

Asi por ejemplo si A ={alumnos de la UNED de Elche} y B = {carreras que se pueden estudiar}
podemos relacionar mediante la correspondencia “f” “estar matriculado”, cada elemento de A
con uno de B. Se escribiria de esta forma: f(Silvia Martinez) = Psicologia

La correspondencia reciproca (de B en A), asignaria el nombre de una carrera a todos los
alumnos que la estudian.

Definicién: Una aplicacion es una correspondencia univoca lo que significa que asocia a todo
elemento de A un solo elemento de B.

En el ejemplo anterior la correspondencia de A a B es aplicacion (suponiendo que no haya nadie
matriculado en mas de una carrera) mientras que la de B a A no lo seria ya que una carrera se
relacionaria con todos los alumnos matriculados en ella.

En cualquier aplicacion, a los elementos del conjunto A se les Ilama originales y a los del B
imagenes. En el ejemplo anterior, Psicologia es la imagen de Silvia Martinez y Silvia Martinez
es original de Psicologia

Se define “el conjunto imagen” o “la imagen” de una aplicacion como el conjunto de todos
los elementos de B que son imagen de elementos de A. En el ejemplo el conjunto imagen lo
formarian todas las carreras que tuvieran algun alumno matriculado

2.- TIPOS DE APLICACIONES

a) Suprayectiva: Una aplicacion es suprayectiva si para cualquier elemento b de B existe
al menos un elemento a de A tal que f(a) = b. En este caso el conjunto imagen es B.
Significa que en B no existe ninguin elemento que no tenga contraimagen en A.
VbeEB, 3ac€Atalqueb = f(a)
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b) Inyectiva. Una aplicacion es inyectiva si se cumple que dos elementos de A, distintos,

tienen imagenes distintas.
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c) Biyectiva. Una aplicacion es biyectiva cuando se verifica que es simultaneamente

suprayectiva e inyectiva

3.- APLICACION LINEAL.

Definicién: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K, se denomina aplicacion lineal
f:V - W alaaplicacién que cumple que f(Au + uv) = Af (W) + uf(¥) vu,vev
De la definicién anterior se deducen las siguientes observaciones:
1) f(0)=0 y f(=®=~f@)
2.) Si F es un subespacio vectorial de V, f(F) es subespacio vectorial de W
3.) Si F es subespacio vectorial de W, f~1(F) es subespacio vectorial de V

Ejemplos:
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l) f R3 > RZ dEflnlda pOF f(xl,xz,xg) = (x1 + X3, le - xZ)
2) f: R? > R3definidapor f(xy,x,) = (x; + x3, 2x1,—%)
3) f R3 > R4 donde f(xl, xZ,x3) = (xl + X3, 2x1 - xz, 3x1,x2 - x3)

Se demostraria, aplicando las propiedades anteriores, que son ejemplos de aplicaciones lineales

4.- MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL

Definicién: Sea f una aplicacion lineal de VV en W espacios vectoriales y sean B = {vy, ...., 7, }
y B'={wj,...,w,,} dosbases de Vy W respectivamente. Paracada i € {1,2, ..., n}, podemos
poner f(v;) como combinacion lineal de los vectores de la base B’ de la siguiente manera
f@) = ayw; + -+ ajmwy,, donde los a;; constituyen las coordenadas del vector
f (v,) respecto de la base B’.

A lamatriz A = (a;;) se le llama la matriz de la aplicacion lineal y se cumple que
Seav €V, f(V) = Av

Dichas coordenadas constituyen la columna

[13%5]
1

de la matriz asociada a la aplicacion lineal dada.

1 | Sea la aplicacion lineal f(xq,x5,x3) = (xq + x3, 2x; — Xx3) y sean B y B’ las bases

canonicas de R® y R2. Calcular la matriz asociada.

Solucion: Calculamos:

f(1,0,0)=(1,2)=1(1,0)+2(0,1)
£(0,1,0)=(0,-1)=0(1,0)-1(0,1) Lamatrizseria(% _01 (1))
f(0,0,1)=(1,0)=1(1,0)+0(0,1)

Notese que los nimeros en negrita estan en las columnas de la matriz.

2 | Sea la aplicacion lineal f(xq,x5,x3) = (x1 + x3, 2x; — Xx3) Yy sean B la base canonica
deR®y B’={(2,1)(—1,—1}abase de R2 Calcular la matriz asociada.
Solucién: Calculamos:

f(1,00) = (1,2)=a (2,1) + b(- 1,-1) dedondea=-1yb=-3
f(0,1,00)=(0,-1)=a(21)+b(-1,—1) dedondea=1yb=2
£(00,01)=(1,0)=a(21)+b(-1,-1) dedondea=1yb=1

. . S L (—1 1 1
En este caso la matriz asociada a la aplicacion lineal seria (_3 5 1)

3 | Sean la aplicacion lineal f(xq,x5,%3) = (x; + x3, 2x; — x,) y sean B la base R®
B={(3,2,-1)(2,0,2)(0,1,1)} y B’ la canénica de R?. Calcular la matriz asociada.
Solucién:
£(3,2,-1) = (2,4) = 2(1,0) + 4(0,1)
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£(2,0,2) = (44) = 4(1,0) + 4(0,1)
£(0,1,1) = (1,-1) = 1(1,0) -1(0,1)

241)

La matriz asociada seria (4 4 1

4 | Sea la aplicacion lineal f(xy,x,,x3) = (x; + x3, 2x; — x,) Yy sea B la base R®
B = {(3,2,- 1)(2,0,2)(0,1,1)} y B'= {(21) (- 1,- 1)} labase de R Calcular
la matriz asociada.

Solucién: Calculamos:

f3,2,-1)=2,4) =a(2,1)+b(-1,-1) dedonde a=-2 b=-6
f(2,0,2)=(44) =a(21)+b(-1,-1) dedondea=0 b=-4
f(0,1,1)=(1,-1) =a(2,1) + b(—1,-1) dedondea=2 b=3

. : (=2 0 2

La matriz asociada sera ( )
-6 —4 3

Obsérvese que los ejemplos mas sencillos son aquellos en los que la base del espacio

vectorial F es la canonica ya que en este caso la imagen del vector coincide con las

coordenadas del vector respecto de la base.

Nota importante: En el ejemplo 1) de este epigrafe teniamos la aplicacion lineal

1 0 1)
2 =1 0
Si queremos calcular la imagen de un vector cualquiera por ejemplo el (2, — 1, 4) podemos

f(x1,%x2,x3) = (%1 + x5, 2x1 — X,) Y SU matriz asociada en las bases candnicas (

utilizar la expresion de f
o f(2,-1,4)=[2+4+42-2—-(-1D]=(6,5)
e 0 bien multiplicando la matriz por el vector en forma de columna (; _01 (1))

2
<—1> = (g) obteniendo el mismo resultado
4

Anélogamente el problema contrario al anterior. Se trata de, conociendo la matriz asociada a
una aplicacion lineal en las bases canonicas, encontrar la expresion algebraica de esta
aplicacion.

2 4 -1
Supongamos que nos dan una matriz (0 3 1 ) que es la asociada a una aplicacion lineal f
1 0 1

de R® en R® referida a las bases canonicas.
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Sol: Se trata de calcular la expresion de f (x4, x5, x3).

Sabemos que: f(1,0,0)=(2,0,1) f(0,1,0)=(4,3,0)y f(0,0,1)=(-1,1,1)
Como (xq, x3,x3) = x,(1,0,0) + x,(0, 1, 0) + x5(0, 0, 1) se tendra que

f(xl'xZ'xB) = f[xl(l ,O '0) + XZ(OJ 1! 0) + X3(0, O' 1)] =

=x1f(1, 0, 0) +x,f(0, 1, 0) + x3f(0, 0, 1) = x1(2, 0, 1) +x,(4, 3, 0) +
x3(—1, 1, 1) =

= (2xq + 4x, — x3, 3%, + X3, x4 + x3) **** que es la expresion buscada.

Este resultado se puede obtener también multiplicando la matriz dada por el vector (x;, x5, x3).
2 4 _1 x1 le + 4x2 - .X'3

Veamoslo. Si multiplicamos [0 3 1 <X2> = ( 3x, + x3 ) que si lo ponemos como
10 1)V X1t X3

fila obtenemos la expresidn ****

6.- NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL

Definicion: Se define como Kerf o Nucleo de f:V — W aplicacion al subconjunto de V
que son la contraimagen del vector 0, es decir, Kerf = {17 €V tal que f(¥) = 6}

Proposicién: Sea f: V — W aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales, se verifica:
1.  Kerf es un subespacio vectorial de V

1 | Calcular el nucleo de la aplicacion lineal definida por
f(x1,x5) = (%1 + %5, 23, —%3)

Solucion:

Como f(xq,x;) =0z =(0,0,0) = (x; + x5, 2x4,—x,) de aqui
X +x,=0

2x, =0 dedonde x; =0 x, =0

—x, =0

y el nucleo esta formado sélo por el (0,0) = O_V’

2 | Calcular el nucleo de la aplicacion lineal definida por

[ %0, %3) = (X1 + X3, 2% — X3)

Solucion:

En este caso f(xq,x2,x3) = (0,0) = (x4 + x3, 2x; — x,) Yy de aqui

X1 +x3=0 , ,

21 2 } como x3 = —x; y X, = 2xq, el nicleo esta formado por los vectores
xl - xz —_ 0

de la forma (xq,x,,x3) = (x4, 2xq, —x1) = x,(1, 2, —1), es decir, lo forman todos

aquellos vectores generados por el (1, 2, — 1).
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Se escribe Ker f = L{(1,2,- 1)}

Se puede comprobar que cualquier vector generado por él, se transforma en el neutro

3 | Sea la aplicacion lineal de R® en R? definida por
f(x1, x5, x3) = (%1 + 2x3, %1 — X5 — X3)
¢Cudl de los siguientes vectores (1, 2, 0) (1, — 1, 1) (2, — 1, 3) pertenece al Kerf?
Solucién: EIl vector que pertenezca al Kerf se tiene que transformar mediante la
aplicacion f, en el neutro de R2.
Si calculamos f(2,- 1,3) = (0,0). Se puede comprobar que los otros dos no lo
verifican

4

La matriz asociada a una aplicacién lineal en las bases candnicas es (1 21 01).

¢Cudl de los siguientes vectores (1,2,0) (1,- 1,1) (2,- 1,3 ) pertenece al Kerf?

Solucién: Como hemos dicho en la nota anterior, la imagen de un vector, también se
puede calcular multiplicando la matriz por dicho vector.

2
1 2 0 _ (0
En este caso (1 _1 _1) (—31) = (0)
Por lo tanto, este vector es el que pertenece al nlcleo

7.- IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL

Sea f una aplicacion lineal de V en W. La imagen de esta aplicacion la constituyen todos los
vectores de F que son imagen de al menos un vector de E.

Definicion: Se define como Imf o Imagen de f al subconjunto de W de todas las imagenes
de vectores de V por f, es decir,Imf = {wW € W tal que 3V € V con f(¥) = W}

Proposicion 1: Sea f: V — W aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales, se verifica:

1.

Imf es un subespacio vectorial de W

Proposicion 2: La imagen de un sistema generador de E, es un sistema generador de la imagen

de f(E).

Proposicion 3: f esinyectiva © Ker f = {0y}

Proposicion 4: f essuprayectiva & Imf =W

1

Sea la aplicacion lineal f(xq,x3,x3) = (%1 + x5, 2x; — x5), calcular un sistema
generador de la imagen, asi como una base y su dimension

Solucioén:
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Calculamos

f(1,0,0) = (1,2) £(0,1,0)=(0,-1) £(0,0,1) = (1,0)

Como la base canonica es un sistema generador de V, sus imagenes que son los
vectores

ImB = {(1,2),(0,- 1),(1,0)} son un sistema generador de la Imf. Si queremos
buscar una base de la imagen tendremos que elegir los que sean linealmente
independientes, por ejemplo {(1, 2) (0,-1)}.

Se escribe Imf = L{(1,2),(0,- 1)}

2 | La matriz asociada a una aplicacion lineal de R® en R® en las bases canonicas viene

1 -1 0
dada por ( 2 1 3 ) Averiguar la dimensién del subespacio imagen
-1 0 -1

Solucion: Sabemos que las columnas de la matriz son las imégenes de la base
candnica de R®, por lo tanto, son un sistema generador de la imagen de £.

Para averiguar su dimension, hemos de ver cuantos son linealmente independientes.
Si observamos la tercera columna, vemos que es suma de las dos primeras, luego la
dimension es 2.

También podiamos haberlo visto calculando el determinante de orden 2x2 vy
comprobando que da 0.

Luego Imf = L{(1,2,- 1),(- 1,1,0)}

3 | La matriz asociada a una aplicacion lineal de R* en R? en las bases canonicas viene

dadapor(2 \

1 -2 1 _3).Aver|guarIadlmen3|ondelsubespacm imagen.

Solucion: Las columnas sabemos que generan la imagen. Si las observamos, vemos
que son proporcionales. Luego la dimension de la imagen de fes 1.

Seescribe Imf = L{(2,- 1)}

4 | La matriz asociada a una aplicacion lineal de R* en R® en las bases candnicas es

1 01 1
(1 1 2 0 ) ¢ Cudl de estas ecuaciones representa al subespacio Img f?

1 3 4 -2

)y, +y,—y3=0 b) y1 +y,—3y; =0
C) 2y1 =3y, +y3=0 d 2y; +3y, —y; =0
Solucioén:

Como los vectores columna son un sistema generador de la imagen y por lo tanto
pertenecen a ella, tendran que cumplir la ecuacion correspondiente.
Podemos comprobar que dichas columnas solo verifican la ecuacion del apartado c)
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10.- RANGO DE UNA APLICACION LINEAL

Definicion: El rango de una aplicacion lineal es la dimension del subespacio Imf es decir
ran(f) = dim (Imf) .

Ejemplo:

La matriz asociada a una aplicacion lineal de R* en R en las bases canonicas es

1 0 1 1
1 1 2 0 | Calcularelrango
1 3 4 -2

Solucién: El rango de una aplicacion lineal es la dimension del subespacio imagen.
Sabemos que las columnas de la matriz son un sistema generador de dicho subespacio.
Para saber su dimension hemos de calcular las columnas que son linealmente independientes.

Como son vectores de R3, como méaximo sera 3. Las dos primeras lo son. Veamos si al afiadir
la tercera lo son.
e Para ello calculamos el determinante formado por las tres primeras columnas y
vemos que nos da 0.
e Probamos ahora con la primera, segunda y cuarta y vemos que también da O.
Luego sélo hay dos linealmente independientes.

El rango es por tanto 2

Proposicion: f es suprayectiva & rang (f) = dimF

11.- DIMENSIONES DE LOS SUBESPACIOS VECTORIALES DE UNA APLICACION

LINEAL

Teorema: Si f es una aplicacion lineal de VV en W se cumple:

dimKer f + dimImg f = dimV

1 |Sea  f:R3- R? definidapor f(xy,x,,x3) = (31 + x3, 2x; — X3).
Se pide calcular las dimensiones del ntcleo y la imagen

Solucion:

Kerf = L(1,2,-1)Yy, por lo tanto, su dimension es 1.

Como la dimension de V es 3, por el teorema anterior seré:

Hemos visto en el apartado 5, ejemplo 2, que el ndcleo esta formado por los vectores
de laforma (xq,x,,x3) = (%1, 2x1, —x1) = x1(1, 2, —1), es decir, lo forman todos
aquellos vectores generados por el (1,2,-1).

dim(Imf) = dimV —dimKerf =3 -1 =2
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2 La matriz asociada a una aplicacion lineal de R* en R® en las bases canonicas es

1 01 1
(1 1 2 0 > ¢Cuales son las dimensiones del nucleo y la imagen?
1 3 4 -2

Solucion:

Hemos visto antes que el rango de esta aplicacion lineal era 2 y, por lo tanto, ésta es la
dimensién de la Imf.

Haciendo ahora uso del teorema se tendra:

dim Kerf + dimImf = dimR*

dimKerf + 2 = 4 = dimKerf = 2

12.- MONOMORFISMO, EPIMORFISMO, ISOMORFISMO Y AUTOMORFISMO

a) Un monomorfismo es una aplicacién lineal que es inyectiva
b) Un epimorfismo es una aplicacion lineal que es suprayectiva
¢) Un isomorfismo es una aplicacién lineal que es biyectiva

d) Un automorfismo es un isomorfismo con E = F

13.- Caracterizacion de una aplicacion lineal conociendo las imagenes de los vectores de
una base cualquiera

Se trata de encontrar la expresion algebraica de una aplicacion lineal conociendo las imagenes
de los vectores de una base cualquiera

Ejemplo:

Supongamos una aplicacion lineal f de R® en R? y sea una base de R® dada por los vectores
B'=1{(1,1,0) (0,1,0) (1,0,1)} y conocemos las imagenes de estos vectores que son

f(1,1,0)=(2,1) , f(0,1,00=(1,0) y f(1,0,1)=(1,2).

Determinemos la expresion general de la aplicacion lineal f(xq,x,,x3) en las bases
canonicas.

Solucion 1 (A través de matrices):

211)

La matriz en la Base B’ en R®y la candnicaen R®> B, serd Myrp f: (1 0 2

Esta es la matriz de cambio de base de B’ a B, siendo B la base candnica
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1 0 1
MBIB =1 1 O
0 0 1

Por tanto, la matriz pedida sera:

1 0 1\!
MBBZf:(i (1) ;)<1 1 0)
00 1

Il

Ve
=N
O =
N =
~—

|
AN
_= O
L
—_
SN—

Il

~—
(N
O =
_= O
N———

Puesto en expresion algebraica sera:
X1

1 1 0
flxq,x0,x3) = (1 0 1) <x2> = (x1 + x5, x1 +x3)

X3

Solucion 2 (A partir de definiciones):

C0m0 (xl,xZ,x3) - x1(1,0,0) + xZ (0,1,0) + x3 (0,0,1)

entonces:
f(xlr X2, X3) = f[xl(l,0,0) + X2 (01110) + X3(0,0,1)] Dy

= x,£(1,0,0) + x,f(0,1,0) + x3£(0,0,1)
De aqui s6lo sabemos el valor de f(0,1,0) pero no sabemos f(1,0,0) ni £(0,0,1). Veamos
como lo solucionamos.
Para ello ponemos los vectores (1,0,0) y (0,0,1) como combinacion lineal de los vectores de
la base dada
(1,0,0) = a(1,1,0) + b(0,1,0) 4 ¢(1,0,1) dedondea = 1,b =-1,c = 0
(0,0,1) =a(1,1,0) + b(0,1,0) + c(1,0,1) dedondea =-1,b = 1,c =1
Si ahora sustituimos en la expresion de arriba
x:1f[1(1,1,0) = 1(0,1,0)] + x, £(0,1,0) + x5 f[—1(1,1,0) + 1(0,1,0) + 1(1,0,1)] =
= x%[0(2,1)=(1,0]+ x(1,0) + x3[-(2,1)+(L0)+(1,2)] =
=x1(1,1) + x,(1,0) +x3 (0,1) = (xq +x5,%1 + x3)

que es la expresion de la aplicacion lineal.

10
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15.- Suma de aplicaciones lineales

Definicidn: Supongamos dos aplicaciones lineales fy g de R" en R™ cuyas matrices asociadas
en unas determinadas bases son A y B. Entonces la aplicacion f + g que se obtiene sumando
componente a componente las aplicaciones f y g tiene como matriz asociada en las mismas
bases la matriz la suma de matrices A + B.

Ejemplo: Sean fy g dos aplicaciones lineales de R? en R® definidas como:
f(x1,%2) = (o1 — 2%, %1 + X3, 2x1 +%2) Y g(x1, X%2) = (X1 — X2, 3x1, —X1 + 2%3)

1 -2
La matriz asociada a f en las bases candnicas seria A = (1 1 ) y la de g seria B =

2 1
1 -1
3 0 )
-1 2
La aplicacion f + g seria: (f + 9)(x1,x2) = (2xy — 3x5,4x; + x5, x; + 3x,) cuya matriz
seria:

2 -3
C= (4 1 > que se comprueba que es lasumade A + B
1 3

16.- Composicion de aplicaciones

Dada una aplicacion lineal f de V en Wy otra g de W en T, se trata de buscar una aplicacion
lineal de V en T que se llama aplicacion compuesta de fy g y se representa g o f.

Notese que el espacio vectorial final de la aplicacion f (V) es el subespacio vectorial inicial de
la aplicacion g.

Para calcular la matriz C asociada a la aplicacion compuesta en las bases candnicas se
multiplican las matrices A y B siendo A la matriz asociada a la aplicacion g en las bases
canonicas y B la matriz asociada a f en las bases candnicas

De hecho, esta es una de las razones por las que se definen la multiplicacién de matrices de esa
forma, y no de otra, porque representa la composicion de aplicaciones lineales de forma natura.

1 | Sealaaplicacion f de R? en R® dada por la expresion
f(x1,x2) = (X1 + X2, %1 — X3, 2%1 + X3)

y sea la aplicacion lineal g de R® en R® dada por la expresion
g(x1,x2,x3) = (X1 — X3, X1 + X3 + X3, —x1 + 2x3).

Obtener la expresién de la aplicacion compuesta.

11
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1 1
Solucién: Sabemos que la matriz B viene dada por (1 —1) y la matriz A vale

1
1 0 -1
1 1 1)
-1 0 2

1 0 —-1\/1 1
La matriz asociada a la aplicacion compuesta es A-B = < 1 1 1 ) (1 —1)
-1 0 2 2 1
-1 0 X —X1
y por tanto su expresion seria < 4 1) ( ) = (4961 + X2 | esdecir:
3 1 ? 3x1 + x;

(g o f)(x1,x3) = (—xq, 4x1 + x5, 3xq + x)*****

Solucion alternativa: También se podria haber hecho aplicando la definicién. Quedaria
asi:

(g ° Fx1,x2) = glf (x1, %2)] = g(x1 + x5, %1 = X3, 221 + x3) = g(ty, b5, t3). =
Ahora escribimos la expresion de g aplicada al vector (¢4, t,, t3)

= (ty — t3, t; +t, +t3, —t; +2t3) y ahora deshacemos el cambio sustituyendo las
“t” por su valor, quedando:

=[x + x5 — (2x1 + x3), x4 + X5 +x1 =X +2x1 + x5, — (%1 + %) +2(2x; +
x3)] =

= (—xq, 4x, + x5, 3x; + x,) que coincide con *****

2 | Seaf laaplicacion de R? en R? definida por f(xy,x;) = (—8x; — 2x,, 3x; — x;)
Si el vector v = (2,- 3), calcular [f o f](¥)

Solucion:

[f e 1) = fFIf (D] = f(4,=5) = (=22,17)

3 La matriz asociada a una aplicacion lineal de R? en R? viene dada por
(—11 —6)
18 10

yseav = (2,- 3).Calcular [f o f o f](¥)

Solucion:

[f o fofl®) =1[f o fIIf ¥)]
Pero f(¥) = (_1%1 ;g) (_23) = (_64)

Quedaria  [f o f](=4,6) = f[f(=4.6)].

12
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Pero f(-4,6) = (_1%31 Ig) (_64) = (_?2) y queda

=f(8,-12) = (_1131 Ig) (_?2) = (_216) que es el resultado pedido.

También se puede poner (_2146) = -8 (_23) = —8v¥

17.- Rango de una matriz

Definicién: Llamaremos rango de una matriz al numero de filas o columnas linealmente
independientes (L.1.)
Notese que es un nimero natural.

1 | Calcula el rango de las siguientes matrices:

a (1 1) (107

2 1
1 0 2 0
e)l 1 1 3 2
-1 0 -2 O

1 0 2
d)( 1 1 3 )
-1 0 -2
Solucion:
a) Como las dos columnas son L.I. el rango es 2
b) Elrango es 2, ya que en R2, a lo sumo hay dos vectores L.I. Los dos primeros
por ejemplo lo son
c) Elrango es 3, ya que las tres columnas son L.I. Se puede comprobar viendo
que el determinante es distinto de O
d) El rango es 2. El determinante vale 0 con lo que no puede ser 3 y ademaés las
dos primeras columnas por ejemplo son L.I.
e) El rango es 2. Las dos primeras son L.I. y al intentar ampliar, el
determinante en los dos casos vale 0

13
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18.- Forma lineal/Espacio Dual

Definicidn: Sea V un espacio vectorial sobre K, Illamaremos forma lineal a toda aplicacion
lineal de V en K.

Ejemplo: Sea V = R® un espacio vectorial sobre un cuerpo R. Las formas lineales en este caso
son las aplicaciones lineales f: R® — R, como, por ejemplo
f(xl,xZ,X3) = 3x1 - xz + 2x3 é f(xl,xz, x3) = x1 - 4x2 + X3 etc.

Notese que la imagen en este caso es un elemento de R es decir un nimero.

Definicién: El conjunto de todas las formas lineales de V en K es un espacio vectorial que se
denomina Espacio dual y se escribe:
V' ={f:V———> K con f formalineal} =L(V,K)

19.- Base dual

Al ser V* un espacio vectorial, sus elementos que son las formas lineales cumplen todas las
propiedades de serlo. En particular se pueden encontrar bases.

Definicion: Dada una base del espacio vectorial V, existe una base asociada en V* que se
denomina base dual,

SiB = {vy,vy,...... v, } esuna base de V, su base dual B’ = {v;,v3,..... vy} cumple que:
vi(v))=1 sii=j y v;(w)=0 si i#]

1 Calcular la base dual de B = {vy,v,, v3} = {(1,1,1) (0,—1,2) (- 1,— 1,0)}.

Solucién:

Escribimos los vectores {e;, e,,e3} de la base candnica de R® como combinacion
lineal de éstos

(1,0,0) = a(1,1,1) + b(0,- 1,2) + ¢(-1,-1,0) dedondea=-2,b=1,c=-3
(0,1,0) = a(1,1,1) + b(0,-1,2) + ¢(-1,-1,0) dedondea=2,b=-1,c =2
(0,0,1) = a(1,1,1) + b(0,-1,2) + ¢(-1,-1,0) dedonde a=1,b=0,c=1
Es decir:

(1,0,0) =-2(1,1,1) + 1(0,- 1,2)-3(-1,- 1,0) =- 2v; + v, — 31,

(0,1,0)

2(1,1,1)- 1(0,- 1,2) + 2(- 1,- 1,0) = 2v, — v, + 214

(0,0,1)

1(1,1,1) + 0(0,- 1,2) + 1(- 1,- 1,0) = v, + vy

Ahora bien dado un vector cualquiera:

14
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(x1,%5,%3) = x,(1,0,0) +x,(0,1,0) + x3(0,0,1) se tendra que:

vy (x4, %5,%3) = v1 [%,(1,0,0) + x,(0,1,0) + x5(0,0,1)]

=x vy (1,0,0)+ x,-v; (0,1,0)+x3- v;(0,0,1) =
=x, V] [-2v; +v, —3v3] +x, v [2v0; — vy +203] + x50 V] [v; +v3] =

=x1 - V1(=2v1) + x1 - v] (V5) + %1 - v7 (—3v3) + %, - v (2v1) + X, - V] (= V)
+ x5 - vy (2v3) + x3 - vy (V1) + x3 - V1 (V3)

y recordando ** = —2x; + 2x, + X3

Anélogamente para v, y v;

v5(x1,%2,%3) =v5 [%1(1,0,0) +x,(0,1,0) + x3(0,0,1)] = x;-v5(1,0,0) +
x2:v5 (0,1,0) +x3- v (0,0,1)=

=X1- vy [ - 20, + v, — 3v3] + Xov5 [ 207 — vy + 205] + X3- v [vg + V3] =

X1 - V3(=2v1) + x1 - v3(V,) + xq - V3 (=3V3) Hxy w5 (201) + x5 - V(=) + X5
v;(2v3) + x3 - v3(v1) + x3 - v5(v3)

y recordando ** =x; — x,

30y, X, 23) = V2 [%,(10,0) +2,(0,1,0) + x5(0,0,1)] = x1-v3(L, 0,0) +
X203 (0,1,0) + xa+ v3 (0,0,1) =

=X1-v3 [-2v; + vy — Bvz] + Xo:w3 [ 2v; — vy + 2v3] + X3- V3 [V +v3] =
x1 - V3(=2v1) 21 - v3(v2) +x1 - v3(—3v3) X - v3(2v1) + X - V3 (=) H

v3(2v3) + x3 - v3(V1) + x3 - v3(V3)
y recordando ** = —3x; + 2x, + x5

2 Sea B = {v,, v,,v3} una base de un espacio vectorial sobre R y sea B* = {v], v;, v}
la base dual de B. Si w es el vector w = 5v; — v, — 3v3, calcula vi(w) ; vi(w);

va(w)

Solucion:

vy (5vy = v, —3v3) =5v](v;)- v (vy)-3v;(v3) =5-1-0-0=5 por definicion de
base dual.

Anélogamente

v5(5v; — v, — 3v3) = 5v5(v,)—v5(vy)-3v,(v3) =0-1-0=-1

v3(5v; — v, — 3v3) = 5v3(v)-v3(v2)-3v3(v3)=5-0-0-3-1 =-3

15
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20.- Ortogonalidad

Definicidn: Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea V* su espacio dual. Se dice
que un elemento f € V*yunvector v € V son ortogonales si se cumple que f(v) = 0

21.- Aplicaciones afines

Definicién: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Dada una
aplicacion ¢ de V en W se dice que es una aplicacion afin si existe un vector w, de Wy una
aplicacion lineal f de VV en W tal que Vv € V se cumple que ¢ (v) = wy + f(v)

Ejemplo: La aplicacion ¢: R? R?

»
»

(x1,%2) > P(x,x2) = (6 +x,+1, 2)
Es una aplicacion afin ya que se puede poner como:

o1, %) =01 +x,+1,2)=(1, 2) + (x; +x,, 0) donde el vectorw =(1,2) yla
aplicacion fes f (xq,x;) = (x1 + x5,0) que es lineal
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PROBLEMAS RESUELTOS

¢Cual de las siguientes aplicaciones es una aplicacion lineal?
a) f:R?2-Rtalquef(x,y) = |x—yl

b) f:R?2 > R?tal que f(x,y) = (x + y,%)

c) f:R?2 > R3tal que f(x,y) = (x?,v,2)

d) . RZ2->R3talque f(x,y) = (x + 1,2y,x + y)

Solucién: Razonémoslo por descarte

La a) no puede ser por tener el valor absoluto.

Lg c) por tener el cuadrado y por estar mal definida (en la imagen aparece la z'y parte de
FLza)d) tampoco es porque el neutro de R? no se transforma en el neutro de R sino en el
(1,0, 0).

La respuesta es la b)

Consideremos la base de R*: B = {(1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) (0,0,1,1)}
y sea f la aplicacion lineal de R* en R® que verifica:
£(1,0,0,0) = (1,0,0) £(0,1,0,0) = (1,1,4)
£(0,0,1,0) = (0,—1,-3) £(0,0,1,1) = (1,—-1,-2)
entonces f (x4, X2, X3, x4) Vale:
a) (xq + x5 + x4,X5 — X3,4x, —3x3 + Xx4)
b) (x1 + X3 + X4, X5 — X3 — X4, 4Xx5 — 3X3 — 2X,)
C) (xq + X3 — X4, Xy — X3 — X4,4%, — 3x3 — 2X,)

d) (X1 + XZ - X4,, x2 - X3, 4‘XZ - 3X3 - 2x4_)

Solucion:
Sabemos que  (xq,x2,x3,%x4) =x; (1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x3(0,0,1,0) +
x,(0,0,0,1)

Entonces:
f(xl, xZ, X3,X4) = le(l, 0, 0, 0) + fo(O, 1, 0, 0) + X3f( 0, 0, 1, 0) +
x,f(0,0,0,1)
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Como no sabemos que vale (0,0, 0, 1), escribimos este vector en funcion de la base B
(0,0,0,1) = a(1,0,0,0) + h(0,1,0,0) + c(0,0,1,0) + d(0,0,1,1)
dedondea=b=0;c=-1yd=1.

Por tanto:
f(0,0,0,1) = f[-(0,0,1,0) + (0,0,1,1)] == (0,—1,-3) + (1,-1,-2) = (1,0,1)

Sustituyendo en la primera expresion
f(xl,xZ,X3,X4) — xl(l, 0, 0) + xZ(l, 1, 4‘) + X3(0,_1, _3) + x4(1, 0, 1) -

= (x1 + x5 + x4, x5 — x3,4%, —3x3 + x4) queeslaa)

La matriz asociada en las bases candnicas es:

1 1 0 1 1 1 O 1
aylo 1 -1 0 b)fo 1 -1 -1
0 4 -3 1 0 4 -3 -2
3
0O 0 O 1 1 2 2
c) ({0 0 -1 -1 d)
1 4 -3 =2 .l N
1 -1 -2
Solucion:
Como:
f(1,0,0,0) = (1,0,0)
f(0,1,0,0) = (1,1,4)
f(0,0,1,0) = (0,—1,-3)
f(0,0,0,1) = (1,0,1)
si los colocamos en columnas nos da la matriz
1 1 0 1
<O 1 -1 0
0 4 -3 1
que es la a)
El subespacio Imf es:
a) {(x1,x5,x3) ER3/x;, =0 ; x,+x, =0}
4 b) {(0,A4,4,—-1) € R* / A € R}

c) {(x1,%,%3) € R?/x; = 0}

d) R3
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Solucién:
Sabemos que las columnas de la matriz son un sistema generador de la Imf , por tanto,

han de cumplir las ecuaciones.

La a) no es correcta porque en las columnas, la primera componente no es 0 méas que en
la tercera.

La b) no es correcta ya que las columnas son vectores de R® y en esta respuesta los
escribe de R*. A lac) le pasa lo mismo que a la a).

La respuesta es la d).

También se puede comprobar, viendo que las tres primeras son vectores L.l. Luego son
una base de R® y este espacio vectorial seria la Img f.

Unas ecuaciones del subespacio Ker f son:
a) X1 = 0; Xy = X3;Xp = —Xy b) X1 = 0; Xy = X3

C) X1 =X, =x3=12x4=0 d) x; =0; x, =0; x3 = —x4

Solucién: Sabemos que la imagen de un vector del nucleo €s el elemento neutro. Veamos
cual es.

Un vector del apartado a) seria de la forma

1 1 0 1
Entonces (0 1 -1 0

0 4 =3 1

0

t

t

—t

O\ /o

O (0) y esta seria la respuesta.
0

Notese que la ¢) también serviria porque la imagen del neutro es el neutro, pero esta ya
se da por supuesta. Seria valida si no hubiera otra cierta

Tambien se podia haber hecho cogiendo la definicion de f

f(xl, xZ, X3,x4) = (x1 + XZ + .X4,, XZ - X3, 4x2 - 3x3 + x4), |gua|ar|a al neutI’O (0, O, O)
y

X1 +x,+x4,=0

resolver el sistema: x, —x3 =0 y de aqui obtenemos: X1 = 0; X2 =X3; X2 =
4x, —3x3+x, =0

X4

La aplicacién lineal f es:
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a) Suprayectiva b) Inyectiva c¢) Automorfismo d) Ninguna de ellas

Sol: Como Imf = R3 es suprayectivay como Kerf no es el neutro no es inyectiva.
Luego es la a).

Para que sea automorfismo ha de ser biyectiva y entre los mismos espacios vectoriales

Si g es la aplicacion lineal de R® en R? dada por: g(xy, x5, x3) = (x1,x; — x,) entonces
el segundo vector columna de la matriz asociada a g o f en las bases canonicas es:

a) (1,1) b) (0, 0) c) (1,0,4) d) (1,0)

Sol: Como ¢g(1,0,0)=(1,1) ; 9(0,1,0)=(0,—1) y g(0,0,1) =(0,0), su matriz

asociada en las bases candnicas es G _01 8) La matriz asociada a gof es:
11 0 1

_(1 0 0 _(1 1.0 1

- (1 o 0) <8 }} :; (1)>_ (1 y @ 1) y la respuesta es la d)

¢ Cudl de las siguientes aplicaciones es una forma lineal?
a) f: R? > R tal que f(X1, X2) = X1X2

b) f: R® - R tal que f(X1, X2, X3) = —X2

c) f: R® - R tal que f(x1, X2, X3) = 3

d) f: R? - R tal que f(xq, X2) = x12 + X2

Solucidn: Por teoria sabemos que una forma lineal es una aplicacién f: R" —»R definida
como

X, X e e, X)) = A1Xq + ApXy + e+ QX

Segun esta definicion la respuesta es la b)

Sea f la aplicacion lineal de R® en R? definida como:
f(x1, %2, x3) = (%1 + X3, %1 — X3)

La matriz asociada a f respecto de las bases canonicas es:

0 ) 960 B 91T 9@ F 5

Solucioén:

Calculamos f(1,0,0) = (1,1) ; f(0,1,0) = (1,0) y £(0,0,1) = (0,—1) que en
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1 1 0

columnas nos da la matriz (1 0 -1

) que es la b)

La matriz asociada a la aplicacion lineal f respecto de las bases:

B = {(1,0,0)(0,1,0)(1,1,1)} y B’ = {(2,2) (1,0)} es:

10
1 1 1 0 1
- 1 0 - 0 0 1 1 0
a>(2 ) b>( : ) c>(z ) 0
01 1 031 01 2 (01 2)
Solucién:
Como en el espacio de llegada no tenemos la base candnica, las imagenes de los vectores
de la base B se han de escribir como combinacién lineal de la base B’ y sus coordenadas
formaran las columnas de la matriz buscada
Calculamos f(1,0,0) = (1,1) = a(2,2) + b(1,0) dedonde a =% yb=0
£(0,1,0) =(1,0) =a(2,2)+b(1,0)dedondea=0yb=1
f(1,1,1) =(2,0) =a(2,2)+b(1,0) dedondea=0yb=2
20 0
Estas coordenadas en columnas nos dan la matriz (2 > que es lac)
0 1 2
1 0 1 20
Consideremos las matrices A = (_1 ) 0) y B=|0 1]yseaf laaplicacion
1 0
lineal de R® en R? de matriz asociada A en las bases candnicas y g la aplicacion lineal de
1 R? en R? de matriz asociada B en las bases candnicas.

El nucleo de f es:

a) (0,0,0) b) {(t,g, —t)t € R} c) L(1, %) d) Ninguna de las anteriores

Sol: Las columnas de la matriz A son un sistema generador de Imf.

En este caso son 3y las dos primeras por ejemplo son L.I. Por tanto, dim ( Imf) = 2.
Por el teorema de las dimensiones: dim R® = dim (Imf) + dim(Kerf) ;

3 = 2 + dim (Kerf) dedonde dim (Kerf) = 1.

Por tanto, la Unica solucién posible es la c).

t
La probamos: (_11 g (1)) ( é ) = (8) y esta es la respuesta.
—t
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La imagen de g es:

1o | @) Img = {(x,v,z) ER3/x — 2z = 0} b) Img = R3
¢) Img = {(x,y,2z) € R3/x — 2y = 0} d) Img = {(0,0)}
Solucion:
Las columnas de la matriz B han de cumplir la ecuacion de la respuesta adecuada. Como
son 2 no puede ser ni la b) ni la d). Sustituyendo vemos que cumple la a)
El nGcleode g o f es:
13| Ker(gef) = {(t;,~): t €R}  b) Ker(gef) = {(ty) : t ER}
c) Ker(gef) = {(0,0,0)} d) Ninguna de las anteriores
Solucion:
2.0 2 0 2
Calculamos la matriz asociadaa gof : (0 1 ( ) 1): -1 2 0
-1 2 0
1 0 1 0 1
Como las columnas de la matriz generan la Im(g o f) y solo las dos primeras son L.1.
(se puede comprobar por el determinante de la matriz 3x3 es 0) deducimos que
dim Ker f = 1, la Unica posible es la a).
220 2yt 0
Lo comprobamos <—1 2 0)( 9 ) = (0) yes la a)
1 0 1/\ 0
¢Cudl de las siguientes aplicaciones es una aplicacion lineal?
a) f:R? - R talque f(x,x;) = 3x:%,
14 b) f:R* = R® talque f(xy,x2) = (%1, %2 %7)

c) f:R?> - R? talque f(xy,x;) = (x1,x, + 1)

d) f:R? — R3 talque f(x,x) = (x1,%2,%)

Solucion:
Para resolverlo habria que aplicar la definicion de aplicacion lineal a todas ellas para

comprobarlo. Veamos: La a) es una forma lineal al ser el conjunto final de la aplicacion,
el

conjunto R. La b) no lo es al ser la imagen de una componente un cuadrado. La c)
tampoco ya

que la imagen del neutro de R? ha de ser el neutro y en este caso es el (0, 1).
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Por descarte seria la d)

15

Sea b un nimero real y sea g la aplicacion lineal de R® en R? dada por:

g(x1,%2,x3) = (X2 — %1, bx3 — x1).

Si el tercer vector columna de la matriz asociadaa g o f en las bases canonicases (—1,
0) entonces se verifica:

a) b=0 b) b=-1 c) b1 d) b=1

Solucion:
La matriz asociada a g en las bases candnicas es:

9(1,0,0) =
9(0,1,0)
g(0,0,1)

(-1,-1)
= (10)
= (0,b)

-1 1 0)'

que en columnas nos da la matriz (_1 0 b

La matriz asociada a la aplicacion gef es el producto:

S O A e I
-1 0 b b—1 =2+2b —-3+3b —-2+2b/

1 23 2
Como la tercera columna es (_01) Igualandolasnosda —3 + 3b = 0=b =1

que es la d)

Considérese la ap. lineal f de R? en R? dada por f(xy,x,) = (2x; — 4x,, 2x; + 2x5).

Dadas lasbasesde R> B = {(-1,2)(1,-3)} y B = {(—-1,-2)(2,3)}

16 | 1a matriz asociada a la aplicacion lineal f en las bases B y B’ es:
—-22 38 1 38 —22 38 =22 -1
A (T o) D (L 20 O Ty 20) 954 20)
Solucion:
Calculamos

f(—-1,2)=(—6,2)=a(—-1,—-2)+b(2,3) dedonde a=—22y b=-14
f(1, —3)=(10,—4)=a(—1,-2)+b(2,3) dedonde a=38y b=24

—22 38

_14 24)queeslac)

que en columnas nos da la matriz (
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Sean V 'y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, y f una aplicacion
lineal de V en W. ¢ Cual de estas afirmaciones no es cierta en general?

a) Si V1 es un subespacio vectorial de V, entonces f(V1) es un subespacio vectorial
de W.

b) Si W1 es un subespacio vectorial de W, entonces f1(W1) es un subespacio vectorial

17
de V.
c) Si{vq,....,v,}es un sistema libre en V entonces {f(v_l’), f(@)} es un sistema
libre en W.
d) Si {f@), ..., f(ﬁ} es un sistema libre en W, entonces {v5, ...., v, } €S un sistema
libre en V.
Solucion:

Es una pregunta teorica. La respuesta es la d)

18

Sea B = {vy,v3,V3} unabase de un espacio vectorial sobre R y sea B* = {v{, v3, v3}
la base dual de B.
Siw = 5v; — v, — 3v3, entonces v; (W) es igual a:

Q) 1 b -1 c) -3 d) 5

Solucién:
Sabemos que la base dual verificaque v; (v;)) = 1 sii =j y 0 sii #]

Entonces:
vz (W) =v3 (5v1 —V2—3v3) =5 v3 (V1) —v3 (v2) —3v3 (v3) =5:0 =10 —=3:1= -3.

Por lo tanto, la respuesta es la c)

19

Sea B = {vy, V5, 73} una base de un espacio vectorial sobre Ry sea B* = {v],v;,v3}
la base dual de B.
Siw = a (v, —v3) + V3 ,entonces v; (W) es igual a:

a1l b -a ¢ -a+l d) o0

Solucion:
Sabemos que la base dual verificaque v; (v))=1sii =j y 0 sii#j

Entonces:

vz W) = v3 (av; —avs; +73) = a vz (V) —av3(V3) + v3(V3) = @-0—a-1+ 1
= -—a+1
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Por lo tanto, la respuesta es la c)

20

Ejercicio final: Sea f la aplicacion lineal de R? en R? definida por:

f(xy,x) = (—11x; — 6x,,18x; + 10x,). Se considera la base B = {v;,v,} de R?
donde:

17_1) = (21_3) y 17_2) = (_1'2)

La matriz asociada en las bases candnicas es:

a) (_—161 12) b) (_23 :%) c) (_121 I(?) d) Ninguna de las anteriores

Solucion: Como f(1,0) = (—11,18) ; f(0,1) = (—6,10) estas imagenes en
columnas nos dan

-11 -6

la matriz (18 10

) queeslac)

Las dimensiones respectivas de los subespacios Kerf y Imf son:

a) 3y0 b) 0y 2 c lyl d 2y0

Solucion: Las columnas de la matriz son un sistema generador de la Imf.

En este caso hay 2, L.1., por lo tanto, dim Imf = 2.

Por el teorema de las dimensiones, dim (Kerf) = 0y la respuesta es la b)

La aplicacion lineal es:

a) Noesinyectiva b) Es unisomorfismo c) No es suprayectiva d) Ninguna de ellas

Solucién: Como dim (Imf) = 2,Imf = R? yessuprayectiva, como dim(Ker f) =
0, es inyectiva y, por tanto, un isomorfismo que es la b)

La matriz asociada a f en la base B de R? en el espacio origen y destino:

a) (_—161 13) b) (_23 :;) c) (_1%1 Ig) d) Ninguna de las anteriores

Solucién: Calculamos
f(2,-3) = (—4,6) = a(2,-3) + b(—1,2) ydeaqui a = =2y b =0

f(-1,2) = (-1,2) = a(2,-3) + b(-1,2) ydeaqui a = 0y b = -2
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Aplicaciones lineales Apuntes sencillos Javier Burgos

gue en columnas nos dan la matriz (_02 2) que no es ninguna de ellas. Es la d)

[f ofef](vy) esigual a:

a) — 8v; b) (0, 0) c) 8v; d) — 6v;
Solucion:

Calculamos [ f o f o f](v1) =[f o fIlf ()] = [f ° f1(=4.6)] =
= fIf (=4.6)] = f(8,-12) = (=16,24) = —8(2,-3) = —8v;

que es la opcion a)
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