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CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES. SUCESIONES Y SERIES

NOCIONES BASICAS SOBRE TEORIA DE CONJUNTOS

1.- Definicién de conjunto

Definicion: Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos.

El que esté “bien definida” significa que podemos saber si un objeto cualquiera es 0 no del
conjunto.
Los objetos del conjunto se Ilaman elementos.

Nomenclatura:
e Los conjuntos se representan por letras mayusculas 4, B, C,....y los elementos de ellos
por minusculas a, b, c, ... ....
e Los elementos que componen un conjunto se encierran entre llaves A = {a,b,c,d, e}

2.- Formas de definir un conjunto

2.1. Por extensién.

Definicién: Un conjunto estd definido por extension cuando se enumeran todos y cada
uno de los elementos del conjunto. Ejemplo: A = {a,e,i,o,u}

2.2. Por comprensién
Definicion: Un conjunto esta definido por comprension cuando damos alguna definicion
o propiedad que los identifica inequivocamente.
Ejemplo: A = {letras vocales}; B = {meses del afio}

2.3. Relacion de pertenencia

Definicion: Si un elemento “a” pertenece a un conjunto A lo expresaremos mediante
simbolos matematicos, asi: a € A, y si no pertenece lo escribiremos: a ¢A.

Ejemplo: Si B = {meses del afio}, escribimos abril € B 'y lunes € B

3.- Conjunto unitario

Definicion: Es un conjunto formado por un solo elemento.
Se representa A = {a}

Por ejemplo: sea A = {x € N:3 < x < 5} es decir A es el conjunto de los nimeros naturales
comprendidos entre el 3y el 5 que como sabemos sélo es el 4.
Por lo tanto, A es un conjunto unitario A = {4}
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4.- Cardinal de un conjunto

Definicion: Los conjuntos que pueden ser representados por extension se llaman finitos. Los que
no lo son se llaman infinitos.

Si un conjunto es finito, se pueden contar sus elementos. Al nimero de elementos de un conjunto
finito se le llama cardinal del conjunto.

Ejemplo: si B = {meses del aiio} entonces Card(B) = 12

5.- Conjunto vacio

Definicion: Se acepta para que la teoria de conjuntos tenga una estructura algebraica, que existe
un conjunto que no tiene elementos y se llama conjunto vacio.

Se representa por el simbolo @. Su cardinal es 0.

Ejemplo: A = {x € N : 3 < x <4} = &. No hay ninglin numero natural entre 3y 4.

6.- Subconjuntos

Definicion: Dados dos conjuntos A y B, decimos que A es subconjunto de B si todo elemento
de A lo es de B.

Se representa A B y se lee: A es subconjunto de B o A esta incluido en B.

En caso contrario se escribe A ¢B

7.- Complementario de un conjunto

Definicién: Consideramos un conjunto E de referencia. Si A es un subconjunto de E, se define el
complementario de A respecto a E y se escribe CeA al subconjunto de E formado por todos los
elementos de E que no estan en A. En simbolos A = CzA ={x €E : x ¢ A}

Ejemplos:
e Si E es el conjunto de los nimeros naturales y A es el subconjunto de los nimeros pares,
entonces CeA es el subconjunto formado por los nimeros impares

e Si E = {letras del abecedario} y A = {vocales}, entonces CeEA = {consonantes}

e SIiE = R yA=]26]entonces CxA = |—,—2[ U |6, +wo[

8.- Unidn de conjuntos

Definicion: Dados dos conjuntos A 'y B se define la union de ellos y se representa A U B como
el conjunto formado por los elementos que estan en A o en B.

Esdecir AUB={x€E /x€AJx€B}

Ejemplos:
e SeanA,Bc R A=][2,6] y B=[3,10], entonces AU B =[2,10]

e Sea A ={1,3,4,7,8ty B ={2,4,8,10},entoncesAUB ={1, 2,3,4,7,8, 10}
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9.- Interseccién de conjuntos

Definicién: Dados dos conjuntos A y B se define la interseccion de ellos y se representa
A N B como el conjunto formado por los elementos que estan en Ay en B.

EnsimbolosANB ={x€E /x€Ay x € B}

Ejemplos:
e SeanA,Bc R A=]2,6] y B=[3,10], entonces AN B =[3,6]

e SeaA={1,3,478}yyB={2,4,8, 10}, entonces An B ={4, 8}

Definicidn: Si los conjuntos no tienen elementos en comun su interseccion es el conjunto vacio.
En este caso los conjuntos se llaman disjuntos. AN B = @

Ejemplo: SiA=[2,6] y B=1[8,10] entonces ANB =

1.- Numeros reales. Estructura y propiedades

Los conjuntos numéricos conocidos son:

e Numeros naturales N:({0,1,2,3,4...... D
e Numerosenteros Z ({...... -3,-2,-1,0,1,2,3,4...... D,
e NuUmeros racionales Q, formado por las divisiones de ndmeros enteros

({% conay b enteros y b # O})

e Numeros reales R formado por la unién de los racionales Q e irracionales | (que son nimeros
con infinitas cifras decimales no periddicas): R = Q U .

e Numeros complejos C, que aparecen al resolver ecuaciones con numeros reales en los que
aparece la raiz de un namero real negativo.

Entre ellos se establece la relacién de inclusién: N ¢ Z ¢ Q € R < C. Cada conjunto de éstos
estd formado por el anterior al que se le han afiadido nuevos nimeros.

En este tema nos pararemos a hablar de R- Conjunto de los numeros reales

Principales caracteristicas de los numeros reales:

Operaciones y propiedades: En el conjunto R con las dos leyes de composicién internas u
operaciones (sumay producto) que le confieren con las propiedades correspondientes, estructura
de cuerpo conmutativo o abeliano.

Orden: También se establece en R una relacion de orden total( < )que se lee “menor o igual
que” mediante la cual, dos elementos cualesquiera de R siempre se pueden comparar, es decir
dados dos nimeros a y b, podemos decir que a < b 6 b < a Yy que es compatible con las
operaciones de suma y producto definidas en R, es decir que si:
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- Siabyc€R ya<bentonces a+c<b+c
-- Sia,byc € Ry c = 0 entonces a-c < b-c

-- Siabyc € Ryc < 0entonces a-c =2 b-c

2.- Intervalos, semirrectas y entornos (Topologia de los niimeros reales)

2.1. Intervalo abierto de extremos ay b (a < b).

Definicién: Dados dos numeros reales a y b con a < b, definimos el intervalo abierto que
determinan, como el conjunto de numeros reales comprendidos entre a y b sin coger éstos. Se
escribe asi:

(a,b) =]a,b[={x €R / a < x < b}. Ejemplo (2,5) =]2,5]

2.2. Intervalo cerrado de extremos ay b (a < h).

Definicion: Dados dos nimeros reales ay b con a < b, definimos el intervalo cerrado que
determinan, como el conjunto de nimeros reales comprendidos entre a y b tomando estos. Se
escribe asi:

[a,b] ={x €R / a < x < b}. Ejemplo [2,5]

2.3. Intervalo semiabierto o semicerrado de extremosay b (a <b).

Definicién: Dados dos numeros reales ay b con a < b, definimos el intervalo semiabierto o
semicerrado que determinan, como el conjunto de nimeros reales comprendidos entre a 'y b
cogiendo uno de ellos segln esté abierto o cerrado esa parte del intervalo. Se escribe asi:

[a,b| ={x €R / a < x < b} Ejemplo: [2,5]

la,b] ={x €R / a < x < b} Ejemplo: ]2,5]

2.4. Semirrectas

Definicion: Llamaremos semirecta al conjunto de nimeros reales mayores (mayores o iguales)
0 menores (menores o iguales) que uno fijo dado.

]—oo,a[ ={x € R / x < a} Ejemplo: ]—oo,2[. Son los nimeros menores que 2
la,+o[={x € R / x > a} Ejemplo: ]a, +oo[ . Son los nlimeros mayores que 2

]—o,a]l ={x € R / x < a} Ejemplo: ]—oo,2]. Son los nimeros menores o iguales que 2
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[a,+o[ ={x €R / x = a} Ejemplo: [2,+oo[. Son los nimeros mayores o iguales que 2

2.5. Entorno de centro “a” y radio “r”. Er(a)

Definicién: Dados dos nimeros reales a,r € R,r > 0, el entorno de centro a 'y radio r es el
conjunto de numeros reales comprendidosentrea + r y a —r.

Esdecir, E.(a) = {x€ER/a—-r<x<a+r}=(a—-r,a+r)=la—r,a+r]|

Ejemplo: E5(2) ={x€eR /2-3<x<2+3}= (-15)= ]-1,5]

3.- Inecuaciones de primer grado con una incégnita

Definicion: Una inecuacion es la relacion entre dos expresiones algebraicas por uno de estos 4
simbolos (<, >, <,>)

El grado de la inecuacién sera el grado mayor de las dos expresiones algebraicas involucradas
en ella.

Resolucion de inecuaciones de grado 1: Se resuelven de forma similar a las ecuaciones, pero se
procurara que al final cuando haya que despejar la incognita, su coeficiente sea positivo para
evitar cambios en la desigualdad.

1 Resolver 3 —2x >8 — 7x
Solucién: Agrupamos monomios semejantes: —2x+7x >8—-3 = 5x>5 =
x> 1.

Las soluciones son todos los nimeros mayores o iguales que 1. Se puede poner como
[1, oo

2 Resolver 3x+ 7 <5x —11
Solucién: Agrupamos monomios semejantes: 3x —5x<-11-7 = —-2x<
~18 = x>9.(%

Obseérvese que en ultimo paso se ha cambiado el signo de la desigualdad porque al dividir
por —2 que es negativo, la desigualdad cambia de sentido.

Para no tener problema podriamos haber hecho lo siguiente. Estamos en —2x < —18.
Cambiamos de miembro:
18 < 2x = 9 < x (que coincide con (*).

La solucién de esta inecuacion es ]9, +oo]

Ejercicios propuestos con solucion:

1- 5x+6<3x—8 Sol: ]—oo, —7]
2-2(x+1)—-3(x—2)<x+6 Sol: ]1,4o[
3-10(x+ D) +x<6(2x+1) Sol: [4,4+o]
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4-Z2 4 2(x+1) <22 Sol: J—,3[

X7 X xH2 Sol: 1-2,+
5.1 >2_T=_1 ] [
6- X344 <X Sol: ]—o, 21

2 3

4.- Sistemas de inecuaciones de primer grado con una incognita

Definicion: Estan formados por dos 0 mas inecuaciones de primer grado con una incégnita.

Forma de resolucion: Para resolverlos se calcula el valor de la incégnita de manera
independiente de cada inecuacion y despues se buscan los nimeros reales comunes en ambas.

. ) . 2x+3=>21
Ejemplo 1: Resolver el sistema Cxt+2> _1}.
Solucién:
De la primera inecuacion, obtenemos como solucion la semirrecta
[—1, 400
Resolver el
sistema De la segunda inecuacion, obtenemos como solucion la semirrecta
2x+3>1 } ]—o0, 3]
—x+2=>-1)
Como es un sistema se han de buscar los valores de x que sean comunes
a las dos semirrectas y éstos son [—1,3]. Si se dibuja se deduce mejor
Solucion:
De la primera inecuacion, - obtenemos como solucién la semirrecta
[—=1, +oo]
Resolver el
sistema De la segunda inecuacion, obtenemos como solucion la semirrecta
2x+32=>1 } 13, +oo[
—-x+2<-1
La interseccion de estas dos semirrectas nos da el intervalo |3, +oo[ que es
la solucion
Solucion:
De la primera inecuacion, obtenemos como solucién la semirrecta
]—OO' _1[
Resolver el
sistema De la segunda inecuacion, obtenemos como solucion la semirrecta
2x+3<1} 13, +oo]
-x+6<3
La interseccion de estas dos semirrectas no nos da ningun punto, por lo
tanto, el sistema no tiene solucion
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5.- Conjuntos acotados

Definicion: Sea A un conjunto de nimeros reales, es decir un subconjunto de R.
Decimos que A esta acotado superiormente si existe un nimero real “b” que es mayor o igual
que todos los elementos de A, esdecir: Vx€A es x<b

Al nimero b se le llama “cota superior” de A

Ejemplo 1:
Sea A = ]2,5[. Se cumple que todo nimero mayor o igual que 5 es una cota superior ya

que el 5 es mayor que todos los elementos de A.

Ejemplo 2:
Sea A = [1,9]. Se cumple que todo nimero mayor o igual que 9 es una cota superior ya

que el 9 es mayor o igual que todos los elementos de A

Definicidn: Sea A un conjunto de nimeros reales, es decir un subconjunto de R. Decimos que A
esta acotado inferiormente si existe un nimero real “a” que es menor o igual que todos los
elementos de A. En simbolos: Vx €A es x=>a

Al nimero a se le llama “cota inferior” de A

Ejemplo 3:
Sea A = ]2,5[. Se cumple que todo nimero menor o igual que 2 es una cota inferior ya

que el 2 es menor que todos los elementos de A.

Ejemplo 4:
Sea A = [1,9]. Se cumple que todo nimero menor o igual que 1 es una cota inferior ya

que el 1 es menor o igual que todos los elementos de A

Definicién: Diremos que A es un conjunto acotado si lo esta superior e inferiormente

Ejemplo 5:
Los conjuntos ]2,5[ y [1,9] son conjuntos acotados

Ejemplo 6:
No esta acotado superiormente pero si inferiormente, el conjunto ]a,+oo[ ; y no esta

acotado inferiormente pero si superiormente el conjunto |—oo, 2]. Por lo tanto, no son
conjuntos acotados.

Definicién: Llamaremos supremo a la menor de las cotas superiores y si pertenece al conjunto
se le llama “maximo”
Ejemplo 7: En el conjunto ]2,5[ el 5 es el supremo, pero no es maximo

Ejemplo 8: En el conjunto [1,9] el 9 es el maximo porque pertenece al conjunto
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Definicién: Llamaremos infimo a la mayor de las cotas inferiores y si pertenece al conjunto se le

llama “minimo”

Ejemplo 9: En el conjunto ]2,5[ el 2 es el infimo, pero no es minimo

Ejemplo 10: En el conjunto [1,9] el 1 es el minimo porque pertenece al conjunto

6.- Valor absoluto de un nimero. Métrica en R

En el andlisis de conjuntos es importante ver si podemos medir los elementos que alli estan, y ver
si podemos establecer distancias entre estos elementos, esto se hace a traves de métricas, que en

el caso de los nimeros reales hay una muy utilizada que es el valor absoluto.

Definicion: Dado un nimero real “x” se define su valor absoluto que se escribe

|x|:{—x si x<0
x si x=20

Ejemplo:a) [5|=5 b) |-7|=7

Propiedades del valor absoluto:

a) |zl =1]-z| =0
b) —|z| <z < |z]
c)Si|zl=a @ z=a b6 z=—-a

d|z|=0&2z=0
e) |x-yl=|x||yl
f) Ix+yl < |x|+ |y

9) 1(xl +1yDI < Ix =y
h) Si|z| <a entonces —a<z<a & z€ (—a,a).

i) Si|z| >a entonces —a>z>a & z€(—w —a)U(a, +x)
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Ejemplo del c): Calcular los valores de | Solucion: 2x —1=562x —1 = —5.
“x” tales que: |2x — 1| = 5. De laprimera 2x = 6 ; x = 3.
De lasegunda 2x = —4; x = —2

Ejemplo del h): Calcular los valores de | Solucion: Si |2x — 1| < 5, entonces:
“x” tales que: |2x — 1| < 5. —5 < 2x —1 < 5. Pasando el 1 a los
dos lados queda:

—4 < 2x < 6 Yy, dividiendo por 2:
-2 < x < 3.

La solucion es el intervalo: (—=2,3)

Ejemplo del i) Calcular los valores de “x” | Solucion: Si |2x — 1| > 5, entonces: -
tales que: |2x — 1| > 5. 5>2x-1>5.
Pasando el 1 a los dos lados queda:

—4 > 2x > 6
y dividiendo por 2:

-2 >x >3

La solucion * son los intervalos:
(—o0,—2) U (3, +0)

7.- Punto interior de un conjunto

Definicion: Dado un numero real x € R y un conjunto A € R, diremos que X es un punto
interior de A si podemos encontrar un intervalo abierto (a, b) que cumple que xe(a,b) y
(a,b) € A

Ejemplo 1: Si A = ]2,5], todos sus puntos son interiores

Ejemplo 2: Si A = [2,5], todos sus puntos excepto el 2 son interiores

Ejemplo 3: Si A = [1,9], todos sus puntos excepto el 1y el 9 son interiores

Definicion: Al conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto se le Ilama el interior de
0
él y se representa como A.
0
Ejemplo: Si A = [1,9] entonces A= (1,9)

8.- Conjunto abierto.

Definicion: Un conjunto A es abierto, si todos sus puntos son interiores
Ejemplo 1: Si A = (1,9) entonces A es abierto
Ejemplo 2: Si A = [1,9], entonces A no es abierto

Ejemplo 3: Son conjuntos abiertos, los intervalos abiertos, las semirrectas abiertas, el conjunto R
y el conjunto vacio (aquel que no tiene elementos) y que representamos por ¢
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9.- Propiedades de los conjuntos abiertos

e Launidn arbitraria de abiertos es un conjunto abierto.
e Lainterseccion finita de abiertos es conjunto abierto.

10.- Conjuntos cerrados

Definicién: Un conjunto C es cerrado si su complementario es abierto, siendo el complementario
que se escribe C° =R - C

Son conjuntos cerrados, el conjunto R (ndmeros reales), el conjunto vacio @, los intervalos
cerrados y las semirrectas cerradas

11.- Propiedades de los conjuntos cerrados.

e Launidn finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
e Lainterseccidn infinita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

12.- Punto adherente de un conjunto

Definicién: Dado un conjunto A y un punto x no necesariamente de A, se dice que x es adherente
a A si cualquier intervalo (a, b) que contenga a X, tiene puntos de A.

Ejemplo 1: Si A = (1,9), todos los puntos, incluidos el 1 y el 9 son puntos adherentes ya que en
estos casos, cualquier intervalo que contenga al 1 o al 9, también contiene puntos de A

Ejemplo 2: Si A = (1,4) U {7}, todos los puntos incluidos el 1, 4 y 7 son adherentes ya que
cualquier intervalo que contenga al 1, al 4 y al 7 también contiene puntos de A. En el caso del 7
puede haber intervalos que sélo tengan en comun con A, al nimero 7

Definicion: Al conjunto de todos los puntos adherentes al conjunto A, se le llama “adherencia”
de Ay se representa A, es decir: A = {x € R / x es un punto adherente de A}

10
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EJERCICIOS CONJUNTOS ACOTADOS

1 Calcular el supremo y el infimo del conjunto A = {x € R : x? < 9}

Solucion:

Los nameros reales cuyo cuadrado es menor que 9, son los comprendidos entre —3 y 3,
es decir, A = {x € R : —3 < x < 3}. Cualquier nimero mayor o igual que 3 es
cota superior. La méas pequefa es el 3, por lo tanto, este valor es el supremo. No seria
maximo porque no pertenece al conjunto A.

Analogamente, todo numero menor o igual que —3 seria una cota inferior. La mayor de
ellas que es el —3 seria el infimo. No seria minimo porque no es del conjunto A

2 Estudiar la acotacion del conjunto A={x e R / x2 <9}

Solucion: Los numeros reales cuyo cuadrado es-menor o igual que 9, son los
comprendidos entre —3 y 3 es contando éstos, es decir A={X€ER /" —3 <x<3}.
Cualquier namero mayor o igual que 3 es cota superior. La mas pequefia es el 3 por lo
tanto este valor seria el supremo, pero como pertenece al conjunto A, seria el maximo.
Analogamente, todo numero menor o igual que —3 seria una cota inferior. La mayor de
ellas que es el —3seria el infimo, pero como pertenece al conjunto A es el minimo

3 Resolver |x|? = 3.

Solucién: Despejando |x| = ++/3. Como no puede ser que |x| = —/3 por ser un
nimero negativo, nos quedarfa como Unica opcion que |x| = /3 y de aqui los dos
posibles valores serian ++/3 .

4 Resolver [x + 5|+ 1 =0

Solucion: Es el conjunto vacio ya que el valor absoluto es un nimero positivo 0 0y al
sumarle 1 nos-daria un nimero mayor o igual que 1. Por lo tanto, no puede ser igual a
0.

5 Averiguar los puntos interiores del conjunto A =[2,7) U {8}

Solucion: Cualquier punto del'intervalo abierto (2,7) es interior a A. EI 7 no lo es porque
no pertenece al conjunto y el 2 y 8 tampoco lo son porque para que lo fueran tendria
que haber un intervalo abierto que los contenga a ellos y ademas dicho intervalo tendria
que estar contenido en Ay esto no se cumple. Luego el interior de A es (2,7)

6 [—2,4] es abierto o cerrado o las dos cosas o ninguna

Solucion: Es cerrado porque su complementario que es (—o, —2) U (4, +x) es abierto
por ser la union de los abiertos

11
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13.- SUCESION DE NUMEROS REALES.

Definicion: Una sucesién de ndameros reales es un conjunto infinito y ordenado de nimeros
reales: a,, a,, as,....... a,..... A cada elemento se le Ilama término. Esta definicion nos
conduce también a poder expresarla rigurosamente como:

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion del conjunto N de los nimeros naturales en el
conjunto de los nimeros reales R

donde a,, es el término general de la sucesion, que es la expresion que nos da el valor de cada
término en funcién del lugar que ocupa.

En la expresion a,,, “n” representa el lugar que ocupa el término y “a,,” el valor de él

. -z n+3 , .. ) .
Ejemplo 1: Sea la sucesiéon a,, = — Déandole valores a la n, obtenemos los distintos términos

. , 4 5 6
de la sucesion. Asi paran=1, 2, 3,... a4 =c= 4 a,= 5 A3 =3= 2...

Ejemplo 2: Sea la sucesion cuyo término general es a, = n? + 2. Dandole valores a la n,
obtenemos los distintos términos de la sucesion. Asiparan=1, 2, 3,... obtenemosa; =3 a, =
6 a3 = 11 a4_ - 18 ..........

14.- Monotonia

La monotonia nos indica cuando una sucesion crece o decrece. En base a ello podemos distinguir
los siguientes tipos:

Definiciones:

14.1. Una sucesion a,es creciente si cada término es mayor o igual que el anterior.

En simbolos: a, < a,,; Vn € N. Ejemplo: 0,1,1,2,3,5,8,13, ....... (de Fibonacci)

14.2. Una sucesion a,es estrictamente creciente si cada término es mayor que el anterior.
Ensimbolos: a, < a,y; Vn € N. Ejemplo: 1,4,9, 16, 25,36, ............

14.3. Una sucesion a,es decreciente si cada término es menor o igual que el anterior.

En simbolos: a, = a,,; Vn € N. Ejemplo: 10,7,7,4,1,1,1, .......

14.4. Una sucesion a,es estrictamente decreciente si cada término es menor que el anterior.

Ensimbolos: a, > a,,; Vn € N. Ejemplo:10,7,4,1, -2, =5, =8 ..........

14.5. Una sucesion es mondtona si cumple cualquiera de los 4 apartados anteriores

12
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Hay sucesiones que no son monoétonas, por ejemplo: 1, —4, 9, —16, 25, —36......... 0 la
sucesion 1, -1, 1, -1, 1, —1........ y se les llama “oscilantes”
Otras sucesiones tienen todos sus términos iguales por ejemplo: 2,2 ,2,2,2 ........ y se les

llama “constantes”

15.- Sucesiones acotadas

Definicion: Una sucesion de nimeros reales estd acotada superiormente si existe un nimero
real “b” que es mayor que todos los términos de la sucesion. En simbolos: a, <b Vn €N

. .z ) . 2n-1 Py
Ejemplo 1: En la sucesion de término general a,, = — observamos que la division, nunca es

mayor que 2, luego todo nimero mayor o igual que 2 es una cota superior y en consecuencia la
sucesion esta acotada superiormente

Ejemplo 2: En la sucesion de término general a,, = n? + 2, observamos que a medida que la “n”
toma valores cada vez méas grandes, los términos de la sucesién, también se hacen tan grandes
como se quiera. En consecuencia, esta sucesion no est4 acotada superiormente.

Definicion: Una sucesion de nimeros reales esta acotada inferiormente si existe un niimero real

"

a” que es menor que todos los términos de la sucesion. En simbolos: a, = b Vn €N

. -, . d 1 S Ly -
Ejemplo 1: En la sucesion de término general a,, = - observamos que la division siempre es

positiva, aunque su valor va disminuyendo a medida que aumenta la “n”. Por lo tanto, cualquier
namero menor o igual que 0 es una cota inferior y la sucesion esta acotada inferiormente

Ejemplo 2: En la sucesion de término general a,, = —n? + 2, observamos que a medida que la
“n” toma valores cada vez mas grandes, los términos de la sucesion, los términos de la sucesion
toman valores negativos y llegan a hacerse tan pequefios como se quiera. En consecuencia, esta
sucesion no esta acotada inferiormente.

Definicién: Una sucesion esta acotada si lo esta superior e inferiormente

. - 2 7 - 1 .. ey
Ejemplo: En la sucesion de término general a,, = - observamos que la division toma como valor

maximo el 1 y cualquier nimero mayor o igual que él es una cota superior. Ademas, su valor va
disminuyendo a medida que aumenta la “n”. Por lo tanto, cualquier nimero menor o igual que 0
es una cota inferior y por lo tanto la sucesién esta acotada

Nota: si una sucesion es mondtona creciente siempre estarg acotada inferiormente ya que en
este caso el primer término sera el de menor valor y por lo tanto sera una cota inferior y si es
monotona decreciente, lo estard superiormente porque el primer término sera el que més valga y
sera por consiguiente una cota superior
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16.- Limite de una sucesién

Definicion: Se dice que la sucesion {a,}tiende o tiene por limite el nimero “I” 0 converge a
“I”, y se escribe {a,} > 1 6 lirrlnan = [ cuando se cumple que para cualquier cantidad € > 0

namero real por muy pequefio que sea, los términos de la sucesion a partir de uno de ellos
pertenecen al entorno de centro “I” y radio ¢.

lima,=1oVe>0, IAn,€EN / Vn=ny, a,€ (l—¢, l+¢)
n
Una sucesion que tenga por limite un namero finito se llama convergente.

Ejemplo 1: Consideremos la sucesion de término general a, = "T_l Algunos de sus términos
serfan: 05552 0.91.......0.99: ....0,999 ; .....0,9999. ...

Observamos que los términos de la sucesién se aproximan cada vez mas a 1. Este punto es limite
de esta sucesion porque tomando cualquier cantidad & por pequefia que sea, por ejemplo 0,01;
0,001 etc los términos de la sucesién a partir de uno de ellos, llegan a estar del nimero 1 una

. . , . . -1
distancia menor todavia que el e tomado. Diremos que llm"T =1
n

Una sucesion que cumpla que sus términos a partir de uno superan a un numero fijado previamente
por grande que sea se dice que tiene por limite +o0
lima, =4+ <VvbeR, IkeN |/ Vn=k, a,=b
n

Ejemplo 2: Sea la sucesion a, = n? + 2. Dandole a n valores suficientemente grandes, los
términos de la sucesion superan a cualquier nimero por grande que sea.

Una sucesion que cumpla que sus términos a partir de uno son menores que cualquier nimero
fijado previamente por pequefio que sea se dice que tiene por limite —oo

Ensimbolos: lima, = - < VbeR, 3keN |/ Vn=k, a,<bh
n

Ejemplo 3: Sea la sucesion a, = —n? + 2. Dandole a n valores suficientemente grandes, los
términos de la sucesién son menores que cualquier nimero por pequefio que sea

En cualquiera de estos casos, la sucesion se dice divergente.

17.- Teorema de unicidad. El limite de una sucesion, si existe es Unico

18.- Propiedades de los limites

Si lima, = a y limb, = b entonces se cumple que:
n n

a) lim(a,+b,) =a+b b) lim(a,-by,) =a-b c) lima—":% sib #0
n n

n n

14
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19.- Calculo limites de sucesiones

19.1. El limite de un polinomio es siempre + oo 6 — oo segln que el coeficiente de mayor grado
sea positivo 0 negativo

Ejemplo: lim(3n? —=5n+1) = 4 lim(—n3+2n?> =51+ 6) = —x
n—-oo n—-oo

19.2. El limite de cualquier expresion de la forma % a=>0 esO

. C g 4 3 (6 _
Ejemplo: ihrgn3—0 rlll_)Tzlon%—O Tlll_)n.}o( n)—O

20.-Indeterminaciones

Son expresiones de las que no se sabe el resultado de la operacién. Son siete. A saber
0 0 0 0
—; -; 0 - oo 00 — o0; 1%; 0%; 0
© 0

21.- Calculo de limites con indeterminaciones

21.1. Indeterminaciones de la forma E

El limite del cociente de dos polinomios presenta la indeterminacion z El limite se calcula

dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia de la “n”. Después de simplificar
se vuelve a calcular el limite.

Ejemplos:
3n2+8n—2 8 2
. 3n%+8n-2 _ +w Y . 3+t 3+40-0 3
a) lim———=—=lim——=lim/—& = ===+
n-oowo 4n+3 +o0 n n 4+ = 040 0
n2 n' n2
—6n2+n-12 1 12
. —6en?+n-12 - Y A . Tbti—7  —6+0-0 _ -6
b) im———=—=lim—5=—=Ilim—55* = =—=—w©
n—-oo 3n+5 +o0 n n 242 0+0 0
n2 n n2
2y omis n2+2n+s 1 2 5 o
. n“+2n+ +00 . 3 . nnZz n3
) lim——————=—=lim-—=2L——=1lim252%5=-=0
Nn—ow 2n3—5n2+8n+7 40 n 2n°-5n4+8n+7 n 2-24—+-= 2
n3 n 2'n3
4n2-gn+s 8 5
4n?-8n+5 4w I E— 4=+ 4-0+0 4
d) im———=—=Ilim-—=2—=Ilim—% = =-=2
noow 2n?2+6n+1  +o n 2notoenti n 2+-+—  2+0+0 2
) n'n
—sn3-4an+1 4 1
. —5n°—4n+1 e P T . S5— gty —5-040 _ -5
e) lim—————=—=limm—- = lim—""% = =—
n—ow 2n°>—=5n4+8n+7 +o0 n 2n -5n3+8n+7 no 2-—4—t—z 2—-0+0+0 2
n né n

Como regla general:
e Ellimite es +o0 0 —oo si el grado del numerador es mayor que el del denominador.
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e EsOsiel grado del denominador es mayor que el del denominador
e Esigual al cociente de los coeficientes de los monomios de mayor grado si los polinomios
son del mismo grado.

21.2. También se presenta la indeterminacion z en el limite del cociente de dos expresiones

algebraicas donde al menos una de ellas contiene expresiones irracionales. Se resuelve igual que
el apartado anterior, comparando los exponentes mayores de ambas. Hay que tener en cuenta a la

€C_ 9

p
N . q =
hora de comparar las potencias de la “n” que en el caso de un radical se cumple vVnP = n4

Ejemplos:
. Vien?-5n+1 4
a) lim————=-=2
n 2n+6 2

(Téngase en cuenta que en el numerador, la mayor potencia es V16n? que equivale a 4n)

vien*-5n3+n _

4 .
. 4 Vi 4 2
b) llgn i rens . (Igual que antes v16n* equivale a 4n-)
. 2n+/16n2-5n +3 _ 8
c) lim > =-
n 3n“+6n-—2 3

(En este caso el numerador es de grado 2. Uno por el que esta fuera de la raiz y otro por el de

dentro que se estan multiplicando)

d) lim% =0 (el de arriba es de grado 1y el de debajo de grado 2)
n
e) li Vn*—6n3+5n-9 —0
l,zn 5n2+3n-7 }
(Aqui el denominador es de grado 2 y el numerador de grado - que es < 2)
3
. Yn7-6n5+5n2-9
f) ll,fn 5n2+3n-7 V 4
(Aqui el denominador es de grado 2 y el numerador de grado = que es > 2)

n?-7n+3 3 3

lim————=—=
g) n V4nZ-5n+2+6n 246

(El mayor exponente se encuentra en v9n? , en v4n? yen el 6n ; todos ellos de grado 1)

16



NUmeros reales-

: : Apuntes sencillos Javier Burgos
Sucesiones y Series

21.3. Indeterminaciones de la forma +ow —

21.3.1 Se pueden presentar bajo la forma de una resta de fracciones algebraicas donde el limite
de cada una es . En este caso se resuelve la resta y se transforma en cociente de polinomios que
ya sabemos resolver

4n?%+3n  2n?-n+3

Ejemplo 1: lim( - ) = +oo — oo. Se resuelve operando la resta
n 2n+5 n+2

2 2 2 _ 2
lim 4n° +3n 3 2n° —n+3 _lim (4n?+3n)(n+2)-(2n —n+3)(2n+5) _
n 2n+5 n+2 n (2n+5)(n+2)

_ . 4n3+11n2+6n—4n3-8n2-n-15 . 3n245n-15 3
=lim =lim———=-

n 2n2+9n+10 n 2n2+9n+10 2

21.3.2. También se puede presentar bajo la forma de una resta donde uno o los dos elementos
que la componen son expresiones irracionales. Para resolverlo se multiplica y divide por el
conjugado:

[VonZ+7n-2-3n|[Von2+7n—2+3n]|

H . 7 \/2—_ — = —_ =li =
Ejemplo 1: llgn[ In? +7n 3n] +00 — 0 llgn VorTeon—213n
9n?+7n—2-9n%> n— 2 +o 4o 7

= lim =lim = =—=
nVmZ+7n—2+3n " VMZ+Tn—2+43n tot+o +o 3+3

Ejemplo 2: lim[\/4n2 +7n —V4n? —5n+ 1| = 400 — o=
n

4n?+7n—-(4n?-5n+1)

_ o (Van®+7n—an? sn+1)Jan? + 7n ++fan? —sn+1)
= lim =lim
n \/4n2+7n+\/4n2_5n+1 n V4nZ+7n+V4n2-sn+1

—7: 12n-1 +o
=lim =—
n Van2+7n+V4n?2-sn+1  +ow

Como el numerador y denominador son del mismo grado (que es 1) el limite es el cociente de los
12 12

coeficientes de las expresiones que portan el grado mayor. En este caso = pyrt ot 3
CALCULA LOS SIGUIENTES LIMITES DE SUCESIONES (1):
1) lim(3n%? + 6n — 3) 2) lim(—2n%?+5n—4) 3) lim <4 + E) 4) lim (E + _—6)
n n__n?
3 3 4 2 5n2 + 3n
. 7 . f 3 . , 4 2 . Sn"+3n
5) lim+/3n*?—-2n+6 6) lim |16+ - 7) lim |27 + i 8) lim T on—2
11) lim
4n + 8 5n% + 6n—7 3 —2n®-9
. . - 1 im————
9) lim n=9 10) lim 12 3n 29n+ 12) lim T En
4n-+6
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3 g S0 Yy 15) tim (VnZz +2n+3 | 16) lm(Vn2+1
) T i a P ey ~ 1)
17) lim (n 42 -2)
18) lim
—/n? + 10n) (n +2)2(2n — 1)?
SOLUCIONES
1) +oo 2) — o 3) 4 4) 0
5) 400 6) 4 7)3 8) 5
9) 1/3 10) 0 11) + 12) —oo
13) 3 14) 0 15) 1 16) 0
17) -5 18) Y4
22.- SERIES DE NUMEROS REALES
Definicion: Dada una sucesion de nimeros reales a1, a2, as,........ an..... se llama serie de
término general
a, alasucesion S;, S,, 85, ... ... Y donde:
Sl—al, 52=a1+a2, ......... ,Sn:a1+a2+"’.....+an

Si la sucesion {S,,} tiene limite es decir lim S,, = S la serie se llama convergente y S es la suma
n
de la serie. Si limS,, = oo la serie se llama divergente. Se representa asi }.7 a,
n

23.- Condicion necesaria de convergencia

Proposicion: Dada la serie de término general a,, que se escribe }.7° a,,. La condicion necesaria
para que la serie sea convergente es lima, = 0. Nétese que es una condicidn necesaria, es decir
n

. ;. . . 1
podemos encontrar series con limite 0 y ser divergentes. Ejemplo: Zf;

24 .- Criterios de convergencia para series de términos positivos

a) De la serie minorante y mayorante (o Lema del Sandwich)

Dadas dos sucesiones de nimeros reales positivos an y bn que verifican que a partir de cierto
término “k” los términos de an SON menores o iguales que los de bn.

Ensimbolos 3keN /Vn>k es a, < b, Entonces:
a.l. Si la serie de término general b, es convergente, la de término general a, también

a.2. Si la serie de término general an es divergente, la de término general b, también
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Sabiendo que la serie Y7 = L es convergente, calcula el caracter de la serie };;Z

-, . 1
Solucion: Como se cumple que — S— vnz 1y la serie Z;E’ln—z es convergente,

n3 =

entonces por a.1, la serie Z;fl:ln—g tamblen loes

Sabiendo que la serie ¥} % es divergente, calcula el caracter de la serie Y2, \/_

-/ 1 1 . 1 .
Solucion: Como se cumple que - S — Vvn>1y laserie Y}® = es divergente,
LIVVIVIt \/ﬁ n 1n
entonces por a.2, la serie tamblen loes

nl\/—

Calcular por comparacion el caracter de las series:

oo n+1
a) Zn 1Tl2+1 b) Zn 113 C) Zn 1l1’l1’l
Solucion:
a) Es convergente por comparacion con la Y% 1 — yaque —— <= VvVnx>1

1
b) Es convergente por comparacién con la Y% — yaque —< =

n3
% vn=1
n
¢) Es divergente por comparacion conla X2 1— ya que ﬁ < % vn=>1
b) De D’Alembert o del cociente
Sea la serie de términos positivos Y.,—; a,. Si se cumple que lim ™ = | con [ <1 laserie

n—oo Qan

es convergente. Si [ > 1 la serie es divergente y si [l = 1 es un caso dudoso

Estudiar el caracter de la serie Y%, ’11

a ntrl1 (n+1)-3"
21— lim - = lim————=
= — = =

Solucion: Aplicamos el criterio de D’ Alembert: lim

n—oo Qan n—-o 3_71 n n.3n+1
. +1)-3™ . +1 1 -
= lim &3 o im 2 = L < 1 y la serie es convergente
n n-3n+1 n 3n 3
. s , . L 2+1
Aplicando D’Alembert calcula el caracter de la serie de término general a, = 7111?

Solucidn:

(n+1%+1
. Qpya . (n+1)-5n+1 - (n*+2n+2)-n-5"
lim — = lim 5 = lim =
n-oo d, n-w ne+1 n (le + 1)(Tl + 1) . Gn+1
n-5n
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. (*+2n+2)-n-5" . ni42nf+2n 1
= lim = lim —<1

w2+ Dm+1) 5" w5md+ni+n+l) 5
y la serie es convergente

Aplicando D’ Alembert calcula el caracter de la serie de término general a,, = %
Solucién:
2(n+1)+3
R N M+ D7 (n+1+1) _ 2n+5 - -(n+1)-n-7"
lim = lim = lim =
n-owo @,  now 2n+3 n 2n+3)(n+2)-(n+1) 771
n-7"-(n+1)
_ 2n? +5n 1
= lim =<1

w7 -Qn2+7n+6) 7
y la serie es convergente

c¢) De Cauchy o de la raiz
Sea la serie de términos positivos Yo, a,,. Si se cumple que lim%/a, = lconl < 1 la serie es
n—->oo

convergente. Si [ > 1 la serie es divergente y si [ = 1 es un caso dudoso

. . - 2n
Estudiar el caracter de la serie Z;;‘:ln—n

., i W ) S onf2n .2 .
Solucién: Aplicamos el criterio de la raiz lim Y/a, lim |= = llm; =0<1 vy laserie es
n

n—oo n-o\n

convergente
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PROBLEMAS RESUELTOS:

Considere los conjuntos de nimeros reales A = (—,4] y B =[8, +). Se verifica
a) El conjunto A N B es cerrado

b) 8 es un punto interior de A U B

¢) El conjunto A es abierto

d) Ninguna de las anteriores

Solucién: Como los conjuntos no tienen puntos en comun, A N B. = @ que sabemos que
es cerrado. Por lo tanto, la a) es la respuesta correcta.

Lab)noesyaque AU B = (—o0,4] U [8,+0c0) y el 8 no es interior. La ¢) no es correcta
ya que A es cerrado al ser su complementario que es (4, +o0) un conjunto abierto

Considere el conjunto de nimeros reales A = (1,4) n [2,6]. Diga cuél de los siguientes
nimeros reales es interior a A:
a)l b) 4 c)3 d) Ninguna de las anteriores

Solucion: El conjunto A se puede poner como A = [2,4) Y el Unico punto interior es el
3queeslac)

Sea A un conjunto no vacio de numeros reales y b un punto interior de A. Cual de las
siguientes es verdadera:

a) b puede ser el supremo de A
3 b) b puede no ser un punto adherente a A

c) b puede ser el mayor numero real perteneciente a A

d) Existen dos puntos de A, c y d tales que % =b

Solucién: La respuesta es la d) ya que si A es por ejemplo A = (1,4) y b es un punto
interior, no puede ser el supremo porque éste es el 4. La b) tampoco porque todo punto
interior es-adherente. La c¢) tampoco porgue en un intervalo abierto siempre hay puntos
de A mayores que él.

. . . -y . . 7 e
Consideremos la siguiente sucesion de término general a, = —. Se verifica:
a) Esté acotada superiormente por 1

4 b) No est& acotada inferiormente

c) Esta acotada inferiormente por 1
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d) No esté acotada

Solucién: Déandole valoresan = 0,1,2,3,...... obtenemos los términos:

7.7 7.7 .y , .

1; 5; 5 ; E; PRRRRRRREREES y vemos que la sucesion es monotona decreciente. Por otra parte,

como su limite es 0, deducimos que esta acotada superiormente por 1 e inferiormente

por 0.

La respuesta es la a)

Al margen de esto, como el 1 pertenece al conjunto seria el maximo y como el 0 no
pertenece seria el infimo

[n—-1]

e n > 0. Se verifica:

Consideramos la siguiente sucesion
a) No esta acotada inferiormente

b) Esté acotada inferiormente por 0
c) Esté acotada inferiormente por i

d) Ninguna de las anteriores

., , 1 1 2 3
Solucion: Dandole valoresalan = 0,1,2,3,4,...... obhtenemos 2 0 ST

Como se observa, todos los términos son positivos, por lo tanto, el valor mas pequefio
que alcanza es el 0 que es una cota inferior. La respuesta es la b)

. ., D - von4+3n -
Se considera la sucesion de término general a,, = —z nNE€ N*. Se verifica que

. 9 3 3
1lll_1;r}oan gs: a)+ oo b) " c) > d) ”

Solucién: Como el numeradory denominador son del mismo grado ya que Vn* = n?,
el limite es el cociente de las expresiones de mayor grado. En el numerador es v/9 = 3

. ;. . 3
y el denominador es 4, el limite sera ; duees la d)

. . ., -n? .
Consideremos la siguiente sucesion a,, = - n= 0. Se verifica:

a) No esta acotada inferiormente
b) Esta acotada inferiormente por 4
c) Esta acotada superiormente por 100

d) No esta acotada superiormente

-, , ., 1 4
Solucién: Dandole valores a la n obtenemos la sucesion 0 ; ST e g
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2
que vemos que es mondtona creciente. Por otra parte lim —- ;= + o conloquela

n—oo —n—

sucesion no esta acotada superiormente que es la d)

. . . . Vn+1 .
Considere la sucesion cuyo téermino general es a,, = —7 n=z 0. Se verifica:

a) No esta acotada inferiormente
b) Esta acotada inferiormente por 1
c) Esté acotada superiormente por 1

d) Ninguna de las anteriores

., , . ., 2 3
Solucién: Los términos de la sucesiébn son: 1; —; —;

2 3
. . Vn+1
es decreciente y como lim = 0 por ser el exponente del numerador de menor
n—-oo

grado que el del denominador, la sucesion esta acotada superiormente por 1 que es la c)

*|5

5
N ue vemos que

Considere la sucesion cuyo término general es a,, = n > 0. Se verifica:

A"
Vitn?
a) No estd acotada inferiormente b) No esté acotada superiormente

c) Esta acotada inferiormente por 1 d) Esté acotada superiormente por 1

1.2.383 .24
AN AN AN R
n

monotona creciente y como lim — 1 por ser el exponente del numerador de igual
n—oo +n

grado que el del denominador, la sucesion esta acotada superiormente por 1 que es la d)

Solucién: Los términos de la sucesion son: que vemos que es

10

Si consideramos el conjunto de nimeros realesB ={x € R/ |x — 3| > 3}
La adherencia del conjunto B es igual a:

a) R—[0, 6] b) (0, 3) c) R—(0,6) d) (-3,3)

Solucion: Sabemos por una propiedad del valor absoluto que el conjunto B es:
a) Xx—3>3 dedonde x>6 vy b) x—-3<—-3 dedonde x<0

La adherencia del apartado a) es [6,+o[ y la del b) es ]—oo, 0] (Se cogen tanto el 6
como el 0) o lo que eslo mismo R — (0,6) queeslac)

11

an? +pn-1

Si la sucesion de numeros reales ¢, =
3n+3

entonces:

con a y [ €Rconvergea —2,

aQ a=—-6 y [ arbitrario Pa=0y f=-6
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) a=—-6y B=0 d) Ninguna de las anteriores

Solucién: Como el limite es —2, los polinomios numerador y denominador han de ser
del mismo grado (en este caso 1). Esto obligaaquea =0 y f =—6queeslab)

12

Todo conjunto finito de R es:

a) Abierto b) Ni cerrado ni abierto  ¢) Cerrado  d) Ninguna de ellas

Solucion: Veadmoslo con un ejemplo. Sea A = {1, 2}.

Su complementario es: (—oo,1) U (1,2) U (2, +0) que es abierto por ser union de tres
abiertos. Por tanto, su complementario es cerrado que es la ¢)

13

De las siguientes afirmaciones sobre sucesiones de nameros reales, sefialese cual de
ellas no es cierta.

a) Toda sucesién monotona y acotada es convergente
b) Una sucesion es de Cauchy, si y solo si es convergente
c) Toda sucesion acotada admite una subsucesion convergente

d) Una sucesion es convergente si y solo si esta acotada

Solucién: Es la d). Por ejemplo, la sucesion: 2,—-2,2,—2,2,—2, ... ... ...
Es una sucesionacotada y no es convergente.

15

(an—2)2-(2n+p)? _
2n+1 -

Sisecumple que L = lim —6 con a y B €ER,entonces:
n—>oo
a) a=2y B=5 by a=-2y p=1

c) a=2y p=-1 d) Ninguna de las anteriores

Solucién: Como el limite es —6, los polinomios numerador y denominador han de ser
del mismo grado (en este caso 1). Veamos:

Desarrollando los cuadrados, y agrupando por grado de n, nos queda que:

(P =n?*+ (—da—4P)n+ 4 — p?
L=1lim
n-w 2n+1

De aqui, para que no sea infinito, a> —4 =0y —4a — 4 = —12 y esto se consigue
cona=—-2y [=5o0con a=2 y B =1quenoesningunade ellas.

La respuesta correcta, por tanto, es la d)
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