Probabilidad

Presentaciéon de la unidad

Con esta unidad se amplia el estudio del azar y de la probabili-
dad que los estudiantes han visto en diferentes cursos de la ESO.
El alumnado de esta edad tiene la madurez suficiente para saber
si una experiencia es aleatoria o no, si es regular o irregular y pa-
ra valorar la probabilidad de un suceso elemental.

Es posible, no obstante, que persistan algunos errores precon-
ceptuales, como creer que los resultados obtenidos en un expe-
rimento aleatorio influyen en el siguiente. Es dificil asimilar que
aun disponiendo de un buen ndmero de resultados previos, no
podamos predecir el resultado de la experiencia siguiente.

Las definiciones de los conceptos basicos (sucesos elementales,
tipos de sucesos, relaciones y operaciones entre ellos), se acom-
panan de ejemplos resueltos y propuestos que ayudan a una
mejor comprension de las mismas. Estos conceptos nos permi-
ten una primera aproximacion a la teoria de conjuntos y las leyes
de la légica, pero sin olvidar que lo que se pretende es que los

alumnos y las alumnas los manejen con eficacia conceptual sin
caer en la formalizacién y nomenclatura excesivas.

Con las propiedades de la probabilidad y la ley de Laplace para
sucesos equiprobables, se completa el estudio de las cuestiones
tedricas, la terminologia y las propiedades del azar.

El célculo de probabilidades, objeto fundamental de la unidad,
comienza con una revision y profundizacién de la ley de Laplace.
El recuento de casos conviene hacerlo de modo directo, por me-
dio de alguna técnica.

El tratamiento que damos a las experiencias compuestas consis-
te en descomponerlas en experiencias simples sobre las que nos
planteamos si un resultado influye o no en el siguiente.

Conocimientos minimos

Reconocer que los fenémenos de azar estan sometidos a regula-
ridades y leyes.
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Asignar probabilidades a sucesos elementales de experiencias
regulares e irregulares.

Conocer e interpretar la ley de los grandes nimeros.

Distinguir sucesos seguros, probables e improbables. Distinguir
entre sucesos equiprobables y otros que no lo son.

Aplicar con eficacia la ley de Laplace.

Reconocer el espacio muestral de una experiencia aleatoria.
Conocer la diferencia entre sucesos elementales y otros sucesos.
Reconocer experiencias dependientes e independientes.

Célculo de probabilidades en experiencias compuestas sencillas
utilizando un diagrama en éarbol.

Complementos importantes
Conocer y aplicar las relaciones entre sucesos: sucesos incompa-
tibles, sucesos contrarios.
Realizar operaciones con sucesos.
Reconocer la compatibilidad o incompatibilidad de dos sucesos.

Célculo de probabilidades en experiencias compuestas méas
complejas.

Manejar tablas de contingencia, a partir de las cuales pueden
calcularse probabilidades simples y probabilidades condicio-
nadas.

Anticipacion de tareas

Recopilar dados irregulares, chinchetas, tabas... para repetir ex-
periencias un nUmero grande de veces y, asi, calcular de manera
aproximada probabilidades.

Adaptacion curricular

En la parte de “Recursos fotocopiables” se ofrece una adaptacion
curricular de esta unidad 13 del libro del alumnado, para cuya ela-
boracién se han tenido en cuenta los conocimientos minimos que
aqui se proponen.

La lectura inicial servird para ejercitar la comprensién lectora y para

mostrar los dos aspectos que justifican el estudio de las matemati-
cas: el practico y el intelectual.

Los contenidos, si se adaptan a esos minimos exigibles, o bien no
han sufrido cambio alguno o bien se han modificado ligeramente
para adecuarlos al posible nivel de a quienes va dirigido.

Si algun contenido supera los minimos exigibles, o bien se ha su-
primido o bien se ha adaptado para ajustarlo a los requisitos exi-
gidos.

Finalmente, los ejercicios y problemas se han reducido en cantidad
y se han modificado o bajado de nivel hasta adaptarse a lo conve-
nido.

En la siguiente tabla se recoge una relacién de actividades para atender y trabajar el aprendizaje cooperativo, el pensa-

miento comprensivo, el pensamiento critico, la interdisciplinariedad, las TIC, el emprendimiento y la resolucion de pro-

blemas. Unas estan propuestas en el libro del alumnado (L.A.), y aqui se hace referencia a ellas indicando la pagina y la

actividad, y otras, como se indica, se sugieren en esta Propuesta Didéactica (P.D.).

Una seleccidn de estas sugerencias estdn marcadas en el libro del alumnado con un icono; aqui se han marcado con (*).

Pag. 197. Actividad sugerida en esta P.D. (¥)
Pags. 199 y 200. Piensa y practica

Pag. 203. Piensa y practica (*)

Pag. 205. Piensa y practica

Pags. 206, 207 y 208. Actividades 1 a 21 (*)

Péags. 208 y 209. Actividades 22 a 30. Actividad = Pag. 205. Ejercicios resueltos (*)

sugerida en esta P.D.

Pag. 194 Actividad sugeri-
da en esta PD. (*)

Pag. 194 Actividad su-
gerida en esta P.D. (*)

Pag. 200. Actividad 3. Actividad

Pag. 197. Actividad sugerida en esta P.D. (*)
Pag. 199. Ejercicios resueltos (*)

Pag. 200. Problemas resueltos

Pag. 201. Ejercicio resuelto

Pags. 202 y 203. Ejercicios resueltos

Pag. 197. Actividad 1 (*)

Pag. 199. Actividad 2 (*)

Pag. 200. Actividad 1 (*)

Pag. 203. Actividad 1 (*)

Pag. 205. Actividad 3 (*)

Pag. 206. Actividades 4y 7 (*)
Pag. 207. Actividad 15 (*)

Todos los problemas propuestos en el libro
del alumnado estan encuadrados en este apartado.
Aqui se sefialan algunos que tienen especial interés.

Pags. 208 y 229. Actividades 22 a 30 (*)

sugerida en esta P.D. (*)
Pags. 202 y 203. Actividad sugeri- P&g. 209. Curiosidades matematicas (*)

da en esta PD. (*)

Pags. 206, 207 y 208. Actividades

5,12y 22 (*)



3 Probabilidad

Comienzo en los juegos de azar @ (v

Al principio, la teoria de la probabilidad estuvo estrechamente relacionada
con los juegos y las apuestas.

Los primeros estudios matemdticos relativos a juegos de azar se deben a al-
gebristas italianos del siglo xv1. Uno de ellos, Cardano, contumaz jugador,
escribi6 el primer tratado medianamente organizado sobre este tema: £/

libro de los juegos de azar.

pascal y Fermat

En 1654, el matemdtico francés Blaise Pascal realiz un viaje en compaiifa
de su amigo el caballero De Meré, un jugador habitual. Este le propuso
una serie de problemas de azar que interesaron vivamente al matemdtico.
Unos dias después, Pascal se los expuso a su amigo Pierre Fermat, también
matemdtico, y ambos los resolvieron, aunque por caminos distintos.

La correspondencia que se establecié entre ellos intercambiando ideas y

nuevos problemas dio lugar al nacimiento de la teorfa de la probabilidad. Jersnimo Otrm/ (1501-1576)

Desarrollo como
ciencia

A partir de entonces, otros
matemdticos  profundiza-
ron en este Nuevo campo. e,
Los mis destacados fueron I\.L__d'-'x'r
el suizo Jacob Bernoulli
(Ars Conjectandi, 1713) y
el francés Laplace (Zzoria
analitica de las probabilida-
des, 1812).

A mediados del siglo xix el
naturalista austriaco, Gre-
gor Mendel, aplicé la pro-
babilidad en el estudio de la

herencia.

“Nirios jugando a los dados” de Murillo.
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Al iniciar la unidad

Es interesante ver como las especulaciones empiricas surgidas de la
practica del juego dan lugar a toda una ciencia bien fundamentada. El
azar, lo aleatorio, que es sindnimo de imprevisible, cadtico, se domay
encauza de modo que sirve de base para realizar sélidas previsiones.

Interdisciplinariedad T4

Se sugiere la siguiente actividad:

Buscar y poner en comun, en gran grupo, ejemplos de la utilidad de la
probabilidad en distintas actividades y en otros campos de la ciencia: pre-
dicciones, toma de decisiones, teoria de juegos, etc.

TIC eV

Se sugiere la siguiente actividad:

Buscar, y poner en comun, informaciéon en Internet sobre los matematicos
que aparecen en la lectura, destacando su papel en el desarrollo de la
teoria de las probabilidades.

UNIDAD @
Obtencion de probabilidades: éexperimentacion
o calculo matematico?

Experiencias regulares e irregulares

m Experiencias regulares

Hay experiencias aleatorias disefiadas de manera que las probabilidades de los
sucesos de que constan son previsibles.

Por ejemplo, al lanzar una moneda podemos consi-
derar que es igual de probable que salga una cara o
la otra. Por tanto, a cada una le asignamos la proba-
bilidad de 1/2. Lo mismo ocurre con la extraccién
de una carta de una baraja: todas son igualmente
probables y, por tanto, la probabilidad de cada una
de ellas es 1/40.

Experiencias irregulares

En otras experiencias es imposible prever el valor de
las probabilidades de los sucesos. Solo se pueden co-
nocer, aproximadamente, experimentando.

Por ejemplo, al lanzar una chincheta y comprobar si
cae con la punta hacia arriba o ladeada, no podemos
(1) a priori: antes de empezar. saber, 2 priari“), cémo de probables son cada uno
de los dos sucesos. Conseguiremos tener una idea
haciéndolo muchas veces y anotando los resultados.

Esta forma de proceder también es vilida aunque la experiencia sea regular: la
experimentacién servird para evaluar aproximadamente el valor de la proba-
bilidad si no somos capaces de conseguirla mediante cdlculos combinatorios.
Veamos un ejemplo histérico.

Un problema.del caballero De Meré

Uno de los problemas que el caballero De Meré propuso a su amigo Pascal es el
siguiente:

- Al lanzar cuatro dados, ;qué es mds ventajoso, apostar a que salga algin 6 o a que
g ™ no salga ningin 6?

L El tenia la costumbre de anotar todas sus jugadas y asi basarse en la experiencia

para apuestas posteriores. De este modo habia llegado a la conclusién de que es
mids probable “algiin 6” que “ningtin 6”.
Pascal y Fermat construyeron una teorfa basindose en la cual se obtiene que:
s el

Plningin 6] = 1296 Plalgin 6] = 1296
El jugador, experimentalmente, llegé a una conclusién correcta, pero con inse-
guridad. Su amigo le respondié con seguridad y precisién gracias a su enfoque
matemdtico.

En las siguientes paginas vamos a recorrer un camino tedrico que nos permitird
enfocar y resolver con precision algunos problemas de probabilidad.
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Sugerencias

Con esta introduccion se pretende poner de manifiesto dos formas de
evaluar probabilidades de sucesos que los estudiantes manejan, incons-
cientemente, en sus experiencias cotidianas:

— Varios sucesos son equiprobables (dado, moneda, baraja, ruleta...).
Por tanto, ocurrirdn por término medio la misma proporcion de veces
(al extraer una carta de una baraja, saldrd OROS una de cada cuatro
veces por término medio. La probabilidad de OROS es, por tanto,
1/4).

— La experiencia (observacion prolongada més o menos sistemética)
nos proporciona una razonable expectativa sobre la probabilidad de
un suceso (el autobus se retrasa mucho una vez cada cinco dias. Por
tanto, la probabilidad de que se retrase el autobus es aproximada-
mente 1/5).

Estas intuiciones se perfilan y afianzan con el contenido de esta péagina.



Sucesos aleatorios

En nuestras vivencias de cada dfa nos encontramos con muchos acontecimien-
tos de los que no podrfamos predecir si ocurrirdn o no. Dependen del azar. Por

cjemplo:

Etimologia
Aleatorio: Relativo al azar.
En latin, alea significa dado y ram- Lloverd mafiana. Amanecerd mafiana.
bién suerte, azar.

Ganard mi equipo de liga. Se jugard la liga.

Al lanzar la moneda, saldré cara. Al lanzar la moneda, caerd.

Me tocari el gordo de Navidad. Tocari el gordo a algtin niimero.

Se llaman sucesos aleatorios aquellos acontecimientos en cuya realizacién in-
fluye el azar.

Experiencias.aleatorias

Para estudiar el azar y sus propiedades, podemos realizar experiencias aleatorias,
es decir, experimentos cuyos resultados dependen del azar. Por ejemplo, estudie-
mos la experiencia aleatoria consistente en lanzar un dado y observar lo que sale.

* Caso es cada uno de los resultados que puede obtenerse al realizar una expe-
riencia aleatoria.

Los posibles casos al lanzar un dado son: ., .I' .I’ .I, -w -

 Espacio muestral es el conjunto de todos los casos posibles. Se designa por E.

En el dado, el espacio muestral es: E= {-, ., ., .I, .I, .I]

* Sucesos son los subconjuntos del espacio muestral. Algunos sucesos (hay mu-
chos mds) de la experiencia lanzar un dado son:

e e & o090

£ * Se llama experiencia aleatoria a aquella cuyo resultado depende del azar.
* Cada posible resultado de una experiencia aleatoria se llama caso.
* Espacio muestral ¢s el conjunto de todos los casos posibles.
s 5 * Los sucesos son subconjuntos extraidos del espacio muestral.

 Los casos también son sucesos. Se llaman suc | les o individual

— 8" es el suceso contrario de .
— 8" ocurre siempre y cuando no * El espacio muestral, £, se llama suceso total o suceso seguro.
ocurra S.
* Se llama suceso imposible, &, al que no tiene ningtin caso.
* Se llama suceso contrario de S a su complementario; es decir, aquel cuyos
casos le faltan a S para completar el suceso seguro. Se designa por S'.
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Sugerencias

Que el resultado obtenido al lanzar un dado es una experiencia aleato-
ria parece indudable: no podemos preverlo, depende del azar.
Podriamos decir que, conociendo con toda exactitud su posicién inicial,
los movimientos que damos al cubilete, la fuerza con que se lanza, el
valor de la gravedad en ese lugar, la resistencia del aire, las caracteristi-
cas de la mesa sobre la que se arroja..., se podria calcular fisicamente la
cara que va a salir. Demasiada precisién en demasiados detalles.
Cualquier infima desviacién en los célculos provocaria que el resultado
fuera distinto. En definitiva, es imposible de prever: depende del azar.

Del mismo modo se pueden analizar otras experiencias menos triviales:
en el proximo fin de semana, jcuantos coches circularan por tal carrete-
ra en la mafana del sébado? La presencia o no de un cierto coche de-
pende de la voluntad del conductor y de una serie de circunstancias
(profesionales, familiares...). Un estudio profundo de esas circunstancias
podria llevarnos a la conclusién de que pasaréa (o no pasara) ese dia, a
esa hora, por esa carretera. Tal analisis habria que realizarlo con cada
uno de los posibles conductores... jTremendo!

Sin embargo, tratar el fenémeno global como aleatorio (comparando
con otras semanas y atendiendo a aspectos mas generales: climatolo-
gia, acontecimientos, ofertas en televisién...) permite llegar a conclusio-
nes suficientemente precisas como para poder tomar medidas en cuan-
to al tréfico.

El profesorado veréd en qué circunstancias y para qué estudiantes puede
ser pertinente realizar reflexiones como las anteriores. La propuesta que
se realiza en estas dos paginas es facil: reconocer experiencias aleato-
rias, discutir el espacio muestral, identificar sucesos...

Aprendizaje cooperativo )

Las actividades del “Piensa y practica” de la pagina 197, y todas aquellas
en las que se pretende reforzar los conocimientos recién adquiridos, pue-

UNIDAD @

Ejercicio resuelto ()

En los experimentos aleatorios siguientes, determinar su espacio muestral y
poner algunos ejemplos de sucesos:

a) Lanzar dos monedas y contar el niimero de caras.
b) Extraer una carta de una baraja espaiiola y anotar lo que sale.

¢) Tomar, al azar, la ficha de uno de los socios de una biblioteca y analizar
sus datos.

a) El espacio muestral es: £ = {0 cAras, 1 CARA, 2 CARAS}
Un suceso: ALGUNA CARA = {1 CARA, 2 CARAS}
Otro suceso: MENOS DE DOS CARAS = {0 CARAS, 1 cARA}
b) El espacio muestral consta de 40 casos: cada una de las cartas de la baraja.

Algunos sucesos:

~RE N
-5 M0 R

¢) El espacio muestral consta de tantos casos como socios haya en la biblioteca.

5-1-.'-.["

Algunos sucesos:
SOCIOS QUE HAN SACADO MAS DE DIEZ LIBROS ESTE ANO.

Gy sy — SOCIOS MENORES DE QUINCE ANOS.

Ejercicios de iniciacién: sucesos aleato- ‘

K SOCIOS CON MAS DE DIEZ ANOS DE ANTIGUEDAD.
rios.

Piensa y practica a2

1. (22°°) En una urna hay 10 bolas de cuatro colores. 3. En una urna hay 10 bolas numeradas.
Sacamos una bola y anotamos su color. Sacamos una bola y anotamos el niimero.

a) ;Es una experiencia aleatoria?

b) Escribe el espacio muestral. e?aaxa b) Escribe el espacio muestral.
DO

a) ;Es una experiencia aleatoria?

¢) Inventa cinco sucesos. ) Inventa cinco sucesos.

2. Tenemos caramelos de fresa, naranja, limén y pifia. 4. Daniel le ha regalado a su hermana Marfa una caja de
Cogemos uno sin mirar y comprobamos su sabor. bombones de chocolate.
a) ;Es una experiencia aleatoria? Saca un bombdn y ve si es de chocolate.
b) Escribe el espacio muestral. ;Es una experiencia aleatoria?
) Inventa dos sucesos que tengan mds de un caso. ;Por qué?
197

den realizarse solidariamente, en pequefio grupo, estimulando el aprendi-
zaje entre iguales. Una vez acordadas las soluciones, cualquier miembro
del grupo debe ser capaz de describir y justificar el proceso y la solucién.

Pensamiento comprensivo (S

Tanto el ejercicio resuelto de la pagina 197 como los de las paginas si-
guientes, los alumnos y las alumnas pueden intentar resolverlos inicial-
mente “con lo que ya saben”, detectando las dificultades y los blogueos.
Después, analizaran los procesos que se ofrecen en el texto, poniendo en
comun sus conclusiones y resolviendo las dudas que les surjan.

Refuerzo y ampliacién
Se recomiendan:
Del cuaderno n.° 5 de EJERCICIOS DE MATEMATICAS:
Refuerzo: Ejercicios 1y 2 de la pag. 18. Ejercicios 3, 4y 5 de la pag. 19.
Ampliacion: Ejercicios 6, 7 y 8 de la pag. 20.
Del fotocopiable INCLUSION Y ATENCION A LA DIVERSIDAD:

Ampliacién: Ejercicio 2 de Practica, ficha A. Ejercicio 1 de Practica, ficha B.

Soluciones de “Piensa y practica”
1 a)Si.

b) E = {negro, rojo, azul, verde} c) Respuesta libre.
2 a)Si.

b) E = {fresa, naranja, limdn, pifia} c) Respuesta libre.
3 a)si.

b)E={1,2,3,4,56,7,8,9, 10}  ¢) Respuesta libre.

4 No, porque todos los bombones son de chocolate.



Probabilidad de un suceso

PROBABILIDAD
o
O

Recuerda

f (frecuencia) es el niimero de veces

que ocurre un suceso.

f; (frecuencia relativa) es la propor-
cién de veces que ocurre el suceso.

Probabilidades importantes

La probabilidad del suceso seguro es

1: P[E]=1.

La probabilidad del suceso imposible

es 0: P[D] =0.

La probabilidad de cualquier suceso
S cumple que 0 < P[S]<1.

Si P[S] = p, entonces la probabi-
lidad del suceso contrario a S es

PIST=1-p.

[En la web Zau)

Experiencia: dos metas para una ficha,
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Sugerencias

Cuando hablamos de “un dado correcto”, nos estamos poniendo en
una situacion ideal, no real. Ningin dado real es absolutamente correc-
to. Por tanto, las probabilidades de sus caras no son exactamente 1/6.
Solo aproximadamente. La Unica forma de averiguar su grado de co-

La probabilidad de un suceso indica el grado de confianza que podemos tener
en que ese suceso ocurra. Se expresa mediante un niimero comprendido entre
Oyl.

Para designar la probabilidad de un suceso S ponemos P[S].

1

Por ejemplo, P[S] = B significa que, a grandes rasgos, el suceso ocurre una de
cada cinco veces que se realiza la experiencia.
*Si P[S] esun niimero préximo a cero, el suceso es poco probable.

*Si P[S] es préximo a uno, el suceso es muy probable.

Ley fundamental del azar

Se lanzan 1000 veces una moneda y 1000 veces una chincheta. Estos son los
resultados obtenidos:

[ MONEDA [ CHINCHETA ]
0,5
483 | 0,483 - 327 | 0327
517 | 0,517 o 673 | 0,673
1000 1 1000 1
C +

@

* Observamos que, en la moneda, las frecuencias relativas de C y + son préximas
a 1/2, lo cual es lgico, pues, por término medio, la mitad de las veces sale C
y la otra mitad +. El valor de la frecuencia relativa es muy préximo al de la
probabilidad.

Como P[C] = % y Pl+] = L chronces £[Cl= % y fil+] =

1
2 2

* Sin embargo, en la chincheta, las frecuencias relativas de b y @2 son muy
distintas de 1/2, pues estos dos sucesos ocurren en proporciones distintas. Sus
probabilidades son niimeros desconocidos, pero, seguramente, serdn préximos
a las frecuencias relativas obtenidas.

filds) =0,327; £i(2) = 0,673 = Pleb] =0,327; P[2] = 0,673

Al repetir muchas veces, /N, una experiencia aleatoria, la frecuencia relativa de
cada suceso, S, toma valores muy parecidos a su probabilidad:

£(8) = PLS]
Y cuanto mds grande sea N mds se parece f.(S) a P[S].

Esta propiedad se llama ley de los grandes niimeros.

rreccion es experimentar mucho con él.

Sin embargo, es posible que para los alumnos y las alumnas de este ni-
vel tales reflexiones resulten poco apropiadas. De modo que seguire-
mos distinguiendo instrumentos aleatorios regulares (monedas, dados,
barajas de cartas, bolsas llenas de bolas idénticas...) de instrumentos

irregulares (chinchetas, "dados chapuceros”, barajas incompletas...).

En estas paginas se completa el proceso seguido en las dos anteriores,
y se utiliza la ley de los grandes nimeros para estimar la probabilidad

de sucesos para los que la ley de Laplace no es aplicable.

Refuerzo y ampliacién

Se recomiendan:

Del cuaderno n.° 5 de EJERCICIOS DE MATEMATICAS:

Refuerzo: Ejercicios 1y 2 de la pag. 21.
Del fotocopiable INCLUSION Y ATENCION A LA DIVERSIDAD:

Refuerzo: Ejercicio 1 de Practica, ficha A.

Soluciones de “Piensa y practica”

2 P[CH]= S~

b)11—0

[En la web 7g)
Lectura: ;Es posible dar leyes que regu-
len el azar?

Ejercicios resueltos

UNIDAD @

C€émo se mide la probabilidad de un suceso

Si el suceso pertenece a una experiencia regular, como en el caso de la moneda
visto en la pagina anterior, se puede evaluar la probabilidad sin necesidad de ex-
perimentar. Se hard asignando la misma probabilidad a todos los casos.

Si la experiencia es irregular, « priori desconocemos la probabilidad de cada
uno de los casos. La tnica forma de adquirir informacién sobre tales probabili-
dades es experimentar.

En cualquier tipo de experiencia, la suma de las probabilidades de todos los casos
es 1.

(B

1. ;Qué probabilidad es razo-
nable asignar a cada cara de
un dado correcto?

2. Lanzamos un dado 1000 ve-
ces y obtenemos los siguientes
resultados:

f)=157 f2)=171
f(3)=160 f(4) =166
fG)=171 f(6)=175

¢Se puede suponer que el da-
do es correcto?

3. En las estadisticas de un ju-
gador de fiithol, realizadas
a lo largo del presente cam-
peonato, de todos sus tiros a
puerta se han contado 35 go-
les y 189 fallos. ;Qué proba-
bilidad le asignamos a cada

uno de los dos sucesos?

Como el dado es correcto, la experiencia (lanzar el dado y mirar la cara que sale)
es regular. Cada una de las seis caras saldrd, por término medio, una de cada seis
veces. Por tanto, lo razonable es asignar a cada cara la probabilidad 1/6.

Representamos los resultados obtenidos.

157 | 157/1000 = 0,157
171 | 171/1000 = 0,171
160 | 160/1000 = 0,160 0,10
166 | 166/1000 = 0,166
171 | 171/1000 = 0,171
175 | 175/1000 = 0,175

>

1 2 3 4 5 6

Si el dado es correcto, la probabilidad de cada cara es 1/6 = 0,166... Las fre-
cuencias relativas obtenidas son todas ellas valores bastante préximos a este. Por
tanto, por su comportamiento en estas 1 000 tiradas, el dado parece correcto.

La tinica forma de asignar una probabilidad a este tipo de sucesos es experimen-
tar. O bien, recurrir a la experiencia almacenada.
Esta experiencia se reduce a 35 + 189 = 224 tiros a puerta. Los resultados son:
GOLEs: 35 de 224 — 35/224 = 0,15625
FALLOS: 189 de 224 — 189/224 = 0,84375
Por tanto, asignamos:

Plcot] = 0,15625 PlraLro] = 0,84375

Piensa y practica

1. En una bolsa hay 90 bolas idénticas, numeradas del 2. (2%¥9 En una caja hay dos tipos de galletas: las de

1 al 90.

a) ;Cudl es la probabilidad de extraer la bola con el

namero 172

b) Si solo hubiera diez bolas numeradas del 11 al 20,
scudl serfa la probabilidad de obtener el 172 P[N]2

chocolate, CH, y las normales, V. Sacamos una al
azar, la miramos y la devolvemos a la caja.

Si hemos extraido 27 galletas de chocolate y 13 ga-
lletas normales, ;qué valores asignarias a P[CH ]y a
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Ley de Laplace para experiencias regulares

Ten en cuenta Hemos pintado las caras de un dado de los colores siguientes:
["[.Ia .I’ .] = . .l . de rojo. El rojo saldrd 3 veces de cada 6: P[.] =Z==
- [ P[] [ED) -

1,1_3

i1, ﬁl :—l de verde. El verde saldré 2 veces de cada 6: P[—I] % ==
"6 6 6 6 1

73] de amarillo. El amarillo saldrd 1 vez de cada 6: P[_I]

Estos resultados se pueden generalizar para evaluar la probablhdad de un suceso
cualquiera relacionado con un instrumento aleatorio regular.

£ (n clementos) Realizamos una experiencia aleatoria con un instrumento regular.

El espacio muestral tiene 7 elementos (casos) y, por tanto, la probabilidad de
cada caso es 1/n.

S es un suceso que consta de 4 elementos.

Entonces, la probabilidad de S es:  P[S] = £
@ Esto se expresa del modo siguiente:
§(k clementos) PS] = namero de casos favorablesa S

ntimero total de casos posibles

Problemas resueltos

1. En una bolsa tenemos 90 bolas de colores, todas del mismo tamaiio, re-
partidas como indica la tabla del margen. Si sacamos una al azar, cal-

40 cular las probabilidades de que sea de uno u otro color.

s 40 _ 4 25 _ 5 15 _1 10 _1
15 P[J]:9—0:§;P[Q]:%:K;P[J]:%:Z;P[Q]:%:g
10

N

En una caja hay 3 586 clavos, de los cuales 311 son defectuosos. Calcular
la probabilidad de que, al extraer un clavo:

['En T2 web Jan a) Sea defectuoso. b) Sea correcto.

Ejercicios de iniciacién: ley de Laplace. |

2) P[DEFECTUOSO] = ndmero de clavos defectuosos _ 335181 - 0,0867

ntimero total de clavos

[ En 1a web Zal iR b)Hay 3586 — 311 = 3275 clavos correctos.
Cileulo de probabilidades
mediante la ley de Laplace.

Piensa y practica

1. (%99 Extraemos una carta de una baraja espafiola 2. En un campamento hay 32 jévenes europeos, 13 ame-
con 40 naipes. Halla la probabilidad de obtener: ricanos, 15 africanos y 23 asidticos. Se elige al azar a su
portavoz. ;Qué probabilidad hay de que sea europeo?

‘ndmero de clavos correctos _ 3275 _ () 9133

P[CORRECTO] = :
nimero total de clavos 3

a) El as de espadas.
b) El rey de bastos.

) Una figura (sota, caballo o rey).

w

. Al hacer girar la aguja, jcudl es la
probabilidad de obtener un niime-
ro par?

d) Una copa.

Sugerencias

Si la experiencia es "regular” y el espacio muestral estd perfectamente
determinado, la probabilidad de cada caso es, obviamente, 1/n (sien-

vl . ,siunsu i ,
do n el nimero total de casos). Por tanto, si un suceso tiene k casos

su probabilidad es k/n. Esto es la ley de Laplace.

Emprendimiento (o)

Se sugiere la siguiente actividad:

|u

Comprobar manipulativamente los resultados de la actividad 3 de

y practica”. Para ello, se puede construir una ruleta sobre un corcho con

una chincheta como eje y una horquilla como flecha.

Refuerzo y ampliacion
Se recomiendan:
Del cuaderno n.° 5 de EJERCICIOS DE MATEMATICAS:
Refuerzo: Ejercicios 3, 4, 5y 6 de la pag. 22.
Ampliacién: Ejercicios 7, 8, 2y 10 de la pag. 23.
Del fotocopiable INCLUSION Y ATENCION A LA DIVERSIDAD:

Refuerzo: Ejercicio 3 de Practica, ficha A.

Soluciones de “Piensa y practica”

a1 g 3 1
Ta s b) 20 970 47
32
2 83

w
~|w

Piensa

UNIDAD @

Experiencias compuestas. Diagramas en arbol

El lanzamiento de dos dados puede considerarse una experiencia compuesta de dos
experiencias simples: lanzar un dado y lanzar otro dado.

Las experiencias simples que forman una experiencia compuesta pueden ser de-
pendientes o independientes.

Dos o mds experiencias aleatorias son independientes cuando el resultado de
cada una de ellas no depende del resultado de las demds, y son dependientes
cuando el resultado de cada una influye en las probabilidades de las siguientes.

Por ejemplo, el lanzamiento de dos dados puede considerarse como composicion
de dos pruebas independientes, pues el resultado de cada uno no influye en el
otro. Sin embargo, la extraccién de dos cartas de una baraja (una carta seguida

Laldesas. de otra) es la composicién de dos pruebas dependientes, pues el resultado de la
Quedan 3 Asks @ primera influye en las probabilidades de los sucesos de la segunda.

en 39 cartas. 1.* extraccién quedan 2.7 extraccién
La 1.2 no es as. AS 39 cartas, 3 ASES Plas] = 3/39
Quedan 4 ases
en 39 cartas. NO AS 39 cartas, 4 ASES Plas] = 4/39
Pl+] = ; Composicién de experiencias independientes
e | P Es mis sencillo calcular las probabilidades de los sucesos compuestos descompo-
% | [ay niéndolos en sucesos simples.

Cuando varias experiencias aleatorias son independientes, la probabilidad de
que ocurra A en la primeray B en lasegundaes: P[Ay B] = P[A] - P[B].

tener cruz (+) en la moneda y 5 en el dado? Esta es una experiencia compuesta de

otras dos (“lanzar una moneda” y “lanzar un dado”). La probabilidad pedida es
< plrys)= el producto de las probabilidades, pues cada resultado de la moneda puede darse
1 con cada resultado del dado:

. Por ejemplo, si lanzamos una moneda y un dado, ;cuil es la probabilidad de ob-

12 1.1_1
Pl+y5])=Pl+] 'P[S]ZE‘Z:ﬁ
Ejercicio resuelto
1. Sacamos una bola de A y a a 2 3_6_1
una bola de B. Calcular: 9 POy Q] - P01 Q) - PL2. J]7§ 6305
@ ® ; . a 2.2_4_2
? b)P[QyQ]=P[12Q]- P[22 Q] = 5673015
9P@yI-P12Q]- PR2Q -3 253
Q) P[Dy ] BHP[IyI]
o) P[JyJ] d)P[unadeellasJyo[raJ]:P[JyJ]+P[JyJ],3T+3T,;%
d) P[una de ellas D y otra J]
¢) P[la segunda D] ¢) Plla2.* @) = Plcualquier cosala 1.%] - Plla 2.2 P) = 1 ,%=,

(% En la web } G Cdleulo de probabilidades en experiencias independi
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Sugerencias

El célculo de probabilidades se empieza a complicar con las experien-
cias compuestas, por lo que resulta conveniente descomponerlas en ex-
periencias simples como se muestra en este apartado.

Se aprende a distinguir las experiencias independientes de las depen-
dientes.

Antes de dar paso a calcular probabilidades, merece la pena que los
estudiantes aporten ejemplos de experiencias independientes:

— Lanzamientos de dados y monedas.

— Extracciéon de dos bolas de una urna, o de dos cartas de una baraja
devolviendo la 1.7 bola a la urna o la 1.7 carta al montén.

De este modo, asociardn experimentos que se hagan “con reemplaza-
miento” con la independencia.

Refuerzo y ampliacién

Se recomiendan:

Del cuaderno n.° 5 de EJERCICIOS DE MATEMATICAS:
Refuerzo: Ejercicios 1y 2 de la pag. 24.

Ampliacién: Ejercicios 3, 4, 5, 6 y 7 de la pag. 25.

Del fotocopiable INCLUSION Y ATENCION A LA DIVERSIDAD:

Ampliacién: Ejercicio 2 de Practica, ficha B. Ejercicios 1, 2, 3y 4 de
Aplica, ficha B.



Experiencias independientes Experiencias dependientes. Probabilidad condicionada

El resultado de cada experiencia no

influye en el resultado de la siguiente. Si dos sucesos A y B corresponden a pruebas dependientes, la probabilidad

de queocurra A enlaly B enla2.?es:
P[AyB]=P[A] - P[Benla22/Aenlal.?] = P[A] - P[B/A]
La expresién P[B/A] se llama probabilidad condicionada: probabilidad de
B condicionada a que ocurra 4.
Esto se puede generalizar para mds de dos sucesos.
Por ¢jemplo, si tenemos una urna como la del margen, con 3 bolas verdes y

2 rojas y extraemos dos bolas (primero una y luego otra), vamos a calcular la
probabilidad de que ambas sean verdes.

En la primera extraccién, la probabilidad de verde es muy ficil de obtener:

PRIMERA _ é
EXTRACCION M nol= 5

En la segunda extraccién, la urna ya no tiene 5 bolas, sino 4. Y solo dos de ellas
son verdes. Por tanto:

SEGUNDA ! ! P2
EXTRACCION 4
La probabilidad final es, por tanto:
- aq. a q.3.2_6_3
PQyQ=rQ 1Y - P a22/Q lal?) S 4°20° 10

Esta experiencia se puede describir sistemdticamente, y de forma muy clara, me-

Recuerda . N ;
diante un diagrama en 4rbol:
Significado de algunas probabilida- 3 e 6 3
d o P =2 L0 2
des: Oooooy POYOI=5 =210
%:P[Jenlal_“] W Toums. 200 Ploy0]-2.2.6_3
200 queds asf YOITS 47010
3 _P@ewh2/Qenlals] 9999 23_6_3
1 %\ 34,0 P@yQ@I-2.2-06_3
oloooo 5 4 20 10
Ry 2.1_2 _1
L 40 =4, 2= -2
quedan POYOI=5 4 =350
Ejercicios resueltos O
2. Extraemos tres cartas de una Lo describimos en un diagrama en 4rbol:
baraja espasiola. Hallar la 3 =
probabilidad de obtener tres 238 5 AS
ASES. 3/39 4 AS e "
Deellas, 2ases.
. s Quedan 39 cartas. 36/38 - NOAS
/40 De ellas, 3 ases.
/ 36/3}* NO AS
36/40 NO AS
P[3 ases] = Plasy asy as] = Plas] - Plasen2.*/asen 1.7] -
. a ayoa. 4 3 2 1
Plasen 3.2/ asen 1. y2.]_40 3938 - 3470
202
Sugerencias

De nuevo es muy positivo que se pongan ejemplos de extracciones de
bolas o naipes y se concluya que cuando la extraccién es “sin reempla-
zamiento”, se esta trabajando con experiencias dependientes.

Se introduce aqui la probabilidad condicionada, un concepto importan-
te que se tratard con mas profundidad en cursos posteriores. El diagra-
ma en arbol permite visualizar el proceso vy, por tanto, lo facilita. Es muy
interesante interpretar el significado de cada probabilidad que se ma-
neja en el diagrama y describirla utilizando la nomenclatura adecuada.

Emprendimiento
Se sugiere la siguiente actividad:

Comprobar manipulativamente los resultados de las experiencias que se
proponen en los ejercicios resueltos 2, 3y 4. Si el docente lo cree adecua-
do, la experiencia del ejercicio resuelto 2 puede simplificarse usando solo
parte de las cartas.

Refuerzo y ampliacién
Se recomiendan:
Del cuaderno n.° 5 de EJERCICIOS DE MATEMATICAS:
Refuerzo: Ejercicio 1 de la pag. 26. Ejercicios 2, 3y 4 de la pag. 27.

Ampliacién: Ejercicio 5 de la pag. 27. Ejercicios 1y 2 de la pag. 28.
Ejercicios 3, 4y 5 de la pag. 29.

Del fotocopiable INCLUSION Y ATENCION A LA DIVERSIDAD:

Ampliacion: Ejercicios 1, 2, 3y 4 de Aplica, ficha A. Ejercicio 3 de
Practica, ficha B.

UNIDAD @

3. Lanzamos dos monedas y ob-
servamos el niimero de caras
que obtenemos. Calcular las
probabilidades de obtener
0 caras, 1 caray 2 caras.

4. Volvamos al problema de los
4 dados que el jugador De
Meré propuso a su amigo, el
matemdtico Pascal:

Si lanzamos cuatro dados,
seudl es la probabilidad de
obtener 6 en alguno de ellos?

1. moneda  2.* moneda

_~C —P[CyC) =

——> P[0 caras] :%

1,
2

B 274
e T U B WY
’ 22 4 1,1_1
< — Pllan]=++1.1
C —PlryCl=L1. 1.1 v
— YR
V24 —> Plry+] Ll 1, pcaras) =L
2274 4

Empecemos por calcular la probabilidad del suceso contrario: “no obtener nin-
gin 6”. No obtener ningtin 6 en cuatro dados es:
“‘noGenel 1.7 y “noGenel 2" y “no6enel3.°” y “noGenel 4.°”

Como las cuatro experiencias son independientes:

Plningtn 6] = 2. 2. 5.5 _ 625

Iningln 6] = £+ 6 66 = 1296

El suceso “alguno de los cuatro es 6” es el contrario a “ninguno de los cuatro es 6”.
Recordemos que si P[S] = p, la probabilidad de su contrario es P[P'] =1 - p.
Por tanto:

. 1 — _q1_. 625 _ 671
Plalgiin 6] = 1 — P[ningin 6] = 1 1396 = 1296

5. Soltamos una bola en el em- Suponemos que cada vez que la > A— P[A] =L

budo. Hallar la probabili- bola llega a una ramificacién, 173 / ’
dad de que caiga en cada ca- tiene la misma probabilidad de / 1/2/—> B — P[B] = % - % :%
silla. ir a cada rama. 15 ‘l L
° Utilizamos un diagrama en drbol \ 1”2 Cor ez
para calcular la probabilidad de \13 D—>poj-Ll.l_1
que la bola caiga en cada una de 13\ 3309
las casillas. AB L Sl 1
m K‘h as casillas. E P(E] 337
o 1 11
fF YR T e e A URE S5 S

@
1. (99 Lanzamos dos dados. Halla la probabilidad de 3. ;Cudl es la probabilidad de que cada bola que se deja

obtener par en el primero y maltiplo de 3 en el segundo. caer por el embudo caiga en cada casillero?

a) En el aparato I.
2. Sacamos una bola de la 1.2 urna y la echamos en la
2.2, Luego, sacamos una bola de la 2.% urna.

)

1. urna 2.*urna

a) ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas saca-

das sean azules?

b) En el aparato II.
b) ;Cudl es la probabilidad de que alguna bola sea

/ l% /[ [\
azul? Hazlo mediante la probabilidad del suceso \_[(Lh\_lﬂm\_[ uﬁ_}mmu
C D E A B CD E F

contrario. A B

(7 En la web } G Célculo de probabilidades en experiencias dependi

Soluciones de “Piensa y practica”

1%
2 a)% b)%
3 a) PIA]=P[B] = P[C] = %
P[D]=P[E]=%
b)P[A]=P[B]=P[C]=P[D]=%
PIEI= PIFI =



Tablas de contingencia

TIPO DE ACTIVIDAD EXTRAESCOLAR  En un centro docente hay 400 estudiantes de la ESO (120 de 1.°, 100 de 2.°,
100 de 3.° y 80 de 4.°). Cada uno de ellos puede participar en una actividad
extraescolar (solo en una o en ninguna). Hay actividades extraescolares de dos

12 36 72 | 120 . .
tipos: culturales y deportivas.

15 40 45 1 100
21 44 35 | 100
24 40 16 80
72 | 160 | 168 | 400

En la tabla adjunta se describe el reparto de estudiantes segtin su curso y segtin el
tipo de actividad en la que participan.

CURSO

Es una tabla de contingencia, porque describe un colectivo de individuos (los
estudiantes de un centro) repartidos por dos conceptos (curso y actividad ex-
traescolar). En cada concepto hay varias clases (4 cursos, 3 actividades). Cada
individuo estd contabilizado en alguna casilla y solo en una.

Proporciones y probabilidades

IAterpretar una tabla En la tabla anterior podemos calcular multitud de proporciones. Por ejemplo:

Observa la tabla que tienes arriba y
responde:

) ;Qué proporcién del total son estudiantes de 1.°?

) . Hay 120 de un total de 400. Por tanto, 120/400 = 0,30. Son el 30 %.

a) ;Cudntos estudiantes del centro
participan en actividades cultura-

b) ;Qué proporcién de estudiantes de 1.° participan en actividades culturales?
Jes? Cusncos de ellos son de 2.%

b) ;Cudntos estudiantes del centro no 12 de un total de 120 estudiantes de 1.°: 12/120 = 0,10. EI 10 %.
participan en ninguna actividad
extraescolar? De ellos, ;cudntos
son de 4.7

¢) ;Cudntos estudiantes de 3.° parti-
cipan en actividades deportivas?

;Cémo interpretamos estas proporciones como probabilidades? Veamos:
a) Tomamos al azar un estudiante. ;Qué probabilidad hay de que sea de 1.7
P[1.°] = 120/400 = 0,30

d) ;Cudntos estudiantes que partici-
pan en actividades deportivas son

b) Tomamos al azar un estudiante de 1.°. ;Qué probabilidad hay de que participe
en una actividad cultural?

de 3.2
PlcurturaL / 1.°] = 12/120 = 0,10
;Cémo designamos a los 44 estudiantes que se encuentran en la interseccion de la
fila 3.° y la columna DEPORTIVA? Son los estudiantes de 3.° que participan en una
actividad deportiva. Podrfamos calcular la probabilidad de que al elegir, al azar,
2 un estudiante del centro, sea de 3.° y que participe en una actividad deportiva:
[EmEEE

HOJA DE CALCULO con la que podris tra-
bajar con tablas de contingencia.

P[3.° y DEPORTIVA] = P[3.° N DEPORTIVA] = 44/400 = 0,11

Probabilidades condicionadas

h Una de las probabilidades obtenidas arriba, P[cuLTurAL/ 1.°], es una probabi-
Li dicionada. El colecti fe i | total i 1
5 3 72 | 120) idad " co ectivo de referencia no es el total de estudiantes del
centro, sino solo los de 1.°.
15 40 5 100
21 44 35 | 100 Andlogamente, P[3.° / curturaL] significa que el colectivo de referencia es el
% . conjunto de estudiantes que participan en alguna actividad cultural y nos pre-
L0 6 30

guntamos por la probabilidad de que, al elegir uno de ellos al azar, sea de 3.°.

CYRTARCARD

Sugerencias

Esta forma de clasificar los elementos de un conjunto permite poner en
practica, ademés de la destreza en interpretar una tabla, la revisién de
una serie de conceptos ligados a sucesos y a sus probabilidades, asi
como a la nomenclatura adecuada: unién e interseccién de sucesos,
probabilidad condicionada, suceso contrario... Por ello, el manejo de
tablas de contingencia resulta sumamente formativo.

Refuerzo y ampliacién

Se recomiendan:
Del cuaderno n.° 5 de EJERCICIOS DE MATEMATICAS:
Refuerzo: Ejercicio 5 de la pag. 31.

Soluciones de “Interpretar una tabla”

a) El 18% de los estudiantes del centro participan en actividades cultura-
les. De ellos, el 20,85% son de 2.°.

b) El 42% de los estudiantes del centro no participan en ninguna actividad
extraescolar. De ellos, el 9,5% son de 4.°.

c) El44%
d) EI 27,5%

Soluciones de “Piensa y practica”

1 120 —» Ndmero de estudiantes de 1.°.
168 — Numero de estudiantes con ninguna actividad extraescolar.
12 — Numero de estudiantes de 1.° con actividad extraescolar CULTURAL.
45 — Ndmero de estudiantes de 2.° con ninguna actividad extraescolar.

40 — Numero de estudiantes de 4.° con actividad extraescolar DEPORTIVA.

Ejercicios resueltos

UNIDAD @

1. Explicar el significado de los
niimeros que se resaltan en
la tabla.

12 3
15 40 i5 100
21 4 35 | 100

10 16 80
721 160 | 168 |400

2. Explicar lo que significa ca-
da una de las siguientes ex-
presiones y dar su valor:

P[3.]
P [NINGUNA]
P[2.°/ NINGUNA]

P [NiNGuNA / 2.°]

3. Para analizar la evolucién
de la participacién en acti-
vidades CULTURALES al avan-
zar la edad, ;qué proporcio-
nes hemos de calcular y com-
parar?

* 400 es el total de estudiantes del centro.
* 80 es ¢l nimero de estudiantes de 4.°.
* 160 es el niimero de estudiantes que participan en alguna actividad deportiva.

* 21 es el nimero de estudiantes de 3.° que participan en alguna actividad cul-
tural, es decir, “3.° y CULTURAL” (o bien “3.° N CULTURAL”).

* 40 estudiantes de 2.° que participan en alguna actividad deportiva.

* 72 estudiantes de 1.° que no participan en NINGUNA actividad extraescolar.

P[3.°]: proporcién de estudiantes del centro que son de 3. °. Es decir, la pro-
babilidad de que, al tomar un estudiante del centro al azar, sea de 3.°.
P[3.°] = 100/400 = 1/4 = 0,25
P[NINGUNAJ: proporcién de estudiantes que no practican ninguna actividad.
P[NINGUNA] = 168/400 = 0,42
P[2.°/ NINGUNA]: entre los estudiantes que no practican NINGUNA actividad
extraescolar, qué proporcién son de 2.°.
P[2.° ] NINGUNA] = 45/168 = 0,27
P[NINGUNA / 2.°]: entre los estudiantes de 2.°, qué proporcién no practica NIN-
GUNA actividad extraescolar.
P[NINGUNA / 2.°] = 45/100 = 0,45

Hemos de comparar P[curr./1.°], Plcurr./2.°], Plcurt./3.°], Plcurt./4.].

[curt. /1.°]1=12/120=0,10
[curt./2.°1=15/100 = 0,15
[curr./ 3.°]=21/100 = 0,21
Plcurt. / 4.°] = 24/80 = 0,30

La participacién en actividades culturales
evoluciona, de 1.0 a 4.°, asi:

10% —15% —21% —30%

Es claro que aumenta con la edad.

Piensa y practica

1. Explica el significado de los niimeros 120, 168, 12,
45 y 40 de la tabla del ¢jercicio resuelto anterior.

N

) P19

c) P[4.° | cuLTURAL]

3. (]9 Queremos analizar, partiendo de los datos de
la tabla del ejercicio resuelto anterior, la evolucién del
absentismo (falta de participacién) en actividades ex-
traescolares cualesquiera, al aumentar la edad. Calcula
las proporciones que convenga y compdralas.

. Explica lo que significa, para la tabla del ejercicio re-
suelto anterior, estas expresiones y da su valor:

b) P[cuLTURrAL]

d) P[curTuraL / 4.°]

GUENEY S Refuerza el trabajo con tablas de contingencia.
4.En una bolsa hay e 0o o
40 bolas huecas, y den-
15/ 4120
tro de cada una hay un
papel en el que pone st 5 4120
0 NO, seglin esta tabla: 20 8 | 12| 40

a) Describe los sucesos sf, No, @, @ / si, si / @ y
calcula sus probabilidades.

b) Hemos sacado una bola roja. ;Qué probabilidad hay
de que haya si en su interior? ;Y si la bola es azul?

¢) Se ha sacado una bola y dentro pone si. ;Cudl es la

probabilidad de que sea @2 ;Y @2 ;Y @2

& /GEUERITEY &) Cilculo de probabilidades en wblas de

2amwh1£

b) P[CULTURAL] = 200

c) P[4.°/cULTURAL]

d) P[CULTURAL/4.°]

3 P[NINGUNA/1.°]=0,6
PININGUNA/3.°] = 0,35

Segun pasan los cursos, cada vez hay menos estudiantes que no ha-

72

-~ =0,3 (probabilidad de que un estudiante elegido al

azar sea de 1.°).

con actividad extraescolar CULTURAL).

CULTURAL, este resulte ser de 4.°).
24

=~ =0,3 (probabilidad de elegir a un estudiante
con actividad extraescolar CULTURAL en-

80

tre todos los de 4.°).

P[NINGUNA/2.°] = 0,45
P[NINGUNA/4.°] = 0,2

cen ninguna actividad extraescolar.

4 3 Plsi - 5

b) P[si/e] =

c) Ple/si] =

Mo plw

; PINO] =

; Plsi/e] =

; Ple/si] =

1. _ 1. P 1
5 Plel==; Ple/sil=,; Plsi/e] =
1
12

1. 1o
5 Ple/si] = 20

=0,18 (probabilidad de elegir a un estudiante

24 _ 0,375 (probabilidad de que, habiendo ele-
gido a un estudiante con actividad



7 a) P[azul] = b) P[no VERDE] = % c) P[rOJA 0 AZUL] = %

1
] *_® 4
Ejercicios y problemas
8 Hay 10 huecos libres:

Practica v Experiencias simples 3
. 6. a1l Lanzamos un dado correcto. Calcula las probabi- a) P [ﬂla 1 .a] = TA
Espacios muestrales. Sucesos lidades de que el resultado sea: 10
1. «D] Indica el espacio muestral de cada una de las si- a)lo2. b) Mayor que 2. ¢) Par. 3
guientes experiencias aleatorias: d) Mayor que 1. e) Menor que 1. f) Menor que 7. ( b) P[més atras de |a cuarta f||a] = —
a) Sefialo al azar una provincia en un mapa de Galicia. 7. a0 () s ! bola de Ia sieui 10
) - . e extrae al azar una bola de la siguiente

b) Lanzo un cubo de Rubik recién montado y anoto bolsa. Calcula la probabilidad de que:

{ 1
1 color de I; de arriba.
¢ foor ¢ cara deart ? . . a) Sea azul. C) P[ﬂO enl1fo 2.a] =
) Sefialo una palabra cualquiera de un libro elegido al « 2
azar y observo cudl es la primera vocal que aparece. b) No sea verde. %

d) Saco una carta de una baraja espafiola y observo el ©) Sea roja 0 azul.

alo. 1 1
paie 8. &0 En la taquilla del cine me ensefian los huecos que 9 a) P [PEON] =75 P [PEON N EGRO] =
2. 1] Lanzamos un dado con for- quedan libres en verde: 2 4

ma de dodecaedro con las caras 7 (i, B, 1 1

numeradas del 1 al 12 y anota- 6 P, M, - — = —

mos el niimero obtenido. a 5 g, B, b) P[TORRE] - 8"’ P[REY] - 6

a) ;Cudl es el espacio muestral? ° G b Wb

b) Describe los sucesos: R ETE Ty 1 2 1 2
A = “Menos de 57 B = “Mds de 4” 2 i.H.H.H.i i.H.H.H.i 10 P[A] - — P[B ] - =. P[C] - — P[D] - =
C = “Ndmero par” D = “No multiplo de 3” ! 3 3 2’ 3

Si digo que me asignen un hueco al azar, calcula la

probabilidad de que me siente:

a) ;Cudl es el espacio muestral? 2) En primera fila, 11 P [A] _ g . P[B ] _
7

b) Describe los sucesos: b) Mis atris de la cuarta fila.

3. a1l Escogemos al azar un dfa cualquiera de la semana.

. PIC]

~ o
I
~|o

A = “Fin de semana” ) En algun sitio que no sean las dos primeras filas.

B = “Los que empiezan por la letra M” . .
9. Tl Metemos en una bolsa pequenas cartulinas circu-

€ ="Los que acaban en ¢ lares, cada una con una pieza dibujada del juego de

4. a1 (5 Escogemos una bola al azar de cada urna. ajedrez. Observa las piezas que componen el juego.
Un caso es, por ejemplo, Azul-Negra. Elegimos una al azar.
®AOOOOB®
Luma  2¢uma (ORORORORONOVEVECY
a) Describe el espacio muestral. @ @ @ @ @ @ ® @
o ! EOOOOOE
b) Haz lo mismo si en la segunda urna hubiera una
blanca y una negra. a) ;Cudl es la probabilidad de obtener un peén? ;Y de

obtener un peén negro?
5. a1 (.2 *%) Lanzamos una moneda dos veces y anota-

b) ;Qué probabilidad hay d 2 Y
mos los resultados ordenadamente. ) {Qué probabilidad hay de sacar una torre? ;Y un

caballo blanco? ;Y uno de los reyes?
a) Completa el espacio muestral: £ = {CC, C+, ...}
10. a1 Calcula la probabilidad de cada uno de los suce-

b) Describe los sucesos A = “La primera sali¢ C”. 505, A, B, C y D, de la actividad 2.

) Repite la actividad suponiendo que lanzamos tres
monedas en lugar de dos. Describe: B = “Obtener ~ 11. a1] Halla la probabilidad de los sucesos, A, By C de
dos veces C” y D = “No obtener ninguna C”. la actividad 3.

Soluciones de “Ejercicios y problemas”

1 a) E={A Corufa, Lugo, Ourense, Pontevedra}

= {azul, amarillo, rojo, verde, blanco, naranja}
={a, e, i,0,u}
{

= {oros, copas, espadas, bastos}

2 a)E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}
{1,2,3,4}

B=1{5¢6,78910 11,12}
{2,4,6,8,10, 12}
D={1,24,57,810, 11}

g
>
I

(@)
Il

3 a) E = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo}
b) A = {sdbado, domingo}

B = {martes, miércoles}

(@)
I

{lunes, martes, miércoles, jueves, viernes}

4 2a) {roja-negra, azul-negra, verde-negra}
b) {roja-negra, roja-blanca, azul-negra, azul-blanca, verde-negra,
verde-blanca}

5 a) E={CC, C+, +C, ++}

{
= {CC+, C+C, +CC}

E
A
c) E={CCC, CC+, C+C, +CC, C++, +C+, ++C, +++}
B
D = {+++}

N |—

c) P[pAR] =

f) P[<7]=1



_19 - : _61
16 a) P[OROS o FIGURA] = 80 b) P[ni OROS ni FIGURA] = 80
3 1 2 7/ 1
Experiencias compuestas independientes Experiencias compuestas dependientes. 17 a) 10 b) 10 <) 5 d) 20 e) 4

12. (2,2 %) Tiramos un dado y hacemos girar la ruleta: Probabilidad condicionada

15. @] (999 Extracmos 493 cartas de una baraja espa- 18 Las probabilidades del enunciado son las SigUientes:
fiola. Calcula la probabilidad de estos sucesos:
a) Un 5y un rey. 3 1 3
b) Dos espadas. a) 20 b) g C) 10
3

) Ninguna copa (no copa y no copa).

a) ;Cudl es la probabilidad de que los dos nimeros d) Dos figuras (sota, caballo o rey).

sean pares? ;Y de que alguno de los dos sea impar? d) = f) —
i figura. €
b) Halla la probabilidad de obtener un nimero ma- ©) Una figura y una no figura ) ) 20 )
yor que 2 en el dado y un color que no seaazul en 16, af] Lanzamos una moneda: si sale cara, tomo una
la ruleta. carta de una baraja; si sale cruz, no sigo jugando. . . H .
) Calet I probabilidad de obtenc un 6.0 un 5 cn ) 1ué el by de e anon o s Aplicando laigualdad P[Ay B] = P[A] - P[B/A], se obtiene:
el dado. b) ;Qué probabilidad hay de que ninguna sea ni oro 3 1 1
d) Calcula la probabilidad de que la suma de los re- ni FIGURA? a) P[‘] ‘e/2° .] = = b) P[2.a o/12 .] = — C) P[Z.a e/1° .] = —
sultados sea mayor que 10. 7 2 2
17. el Cogemos al azar una bola de la 1.* urna, la echa-
13. 1] Tiramos dos dados iguales. Cada uno tiene tres mos en la 2.% y sacamos una bola de esta 2.% urna. 1 1 1
caras rojas, dos azules y una amarilla. a a _ a a _ a a _
El siguiente diagrama en 4drbol muestra las posibles \M \&‘ d) P[2 © / 1 ' .] 4 e) P[2 ® / 1 : .] 4— f) P[Z ® / 1 : .] 4

L e 1.* urna 2.*urna
combinaciones con sus probabilidades:

Dibuja en tu cuaderno un diagrama en drbol. Com- Las dos Ultimas probabilidades son iguales porque, como no hay bo-

%E pleta la composicién de la segunda urna y las proba- . . , i
bilidades de cada rama. las rojas en la primera urna, el nimero de bolas rojas en la segunda
356 12 URNA . ,
<’ S siempre seré 1.
y
290

o <§K’ z/s:
1/6 o

2/5
' Calcula, a partir del diagrama en 4rbol, la probabili- — g
dad de obtener: Calcula, a partir del diagrama, estas probabilidades:
) a) Dos caras rojas. P12 Qy22Q] b P y22Q]
b) Una cara amarilla y una roja. P22 PR ] o) P[22 Q)

) Dos caras iguales.
18. e Calcula las siguientes probabilidades condiciona-

das correspondiente a la experiencia de las urnas del
ejercicio anterior:

d) Dos caras distintas.

14. 1] Tiramos tres monedas.

a) Construye un diagrama en drbol con las posibles Q) PLAQy22 ] bPRr oyl ]
combinaciones. P22y 12Q] drR: y1:2Q)

b) Calcula la probabilidad de obtener dos caras y una P22y 12Q] P22yl |
cruz. :Qué ocurre con las dos dltimas probabilidades? Ex-

¢) ;Qué probabilidad hay de obtener alguna cruz? plica por qué.

207

Soluciones de “Ejercicios y problemas”

12 a) P[DOS PARES] = b) P[> 2 y NO RULETA AZUL] = —

16
c) P[6 o 5 ENDADO] = 1 d) P[suma > 10] = 13
3 48
13 a) P[2 CARAS ROJAS] = % b) P[AMARILLA Y ROJA] = %
c) P[2 IGUALES] = v d) P[2 DISTINTOS] = n
18 18
14 a) 112_C — CCC
C <
12 1727+ — CC+
C
1/2 N % C — C+C
12 V24— Cot
1/2 —
12 c < C +CC
112 12>+ — 4C+
" % C — ++C
+
1/2 + — 144
3 7
b) P[2 cARAS y 1 +] = 3 c) Plalguna cruz] = 3
15 a) P[5yRev] = 2 b) P[2 ESPADAS] = 3
195 52
. _ 2 _ 1
c) P[ninguna cora] = 5y d) P[2 FIGURAS] = 130

e) P[FIGURA y no FIGURA] = %



Ejercicios y problemas

Tablas de contingencia
19. a1 En un centro escolar hay 1000 alumnos reparti-

dos como indica esta tabla:

187 | 113
o o corss IS

Se elige al azar uno de ellos. Di cudl es la probabili-

dad de que:
a) Sea chico. b) Sea chica.
) Use gafas. d) No use gafas.

€) Sea una chica con gafas.
f) Sabiendo que es una chica, use gafas.

20.e] Hoy hay tres partidos: de baloncesto, de fatbol y
de tenis. De los 40 amigos que hay en casa, 21 prefie-
ren fatbol y 5, tenis. Hay 10 chicos que quieren ba-
loncesto, 9 chicas que quieren fiatbol y 3 chicas que
prefieren ver el tenis. Si elegimos una persona al azar,

calcula la probabilidad de que:

a) Sea chico.

b) No quiera ver el tenis.

) Sea un chico que quiere ver el tenis.

d) Sea una chica que quiera ver el baloncesto.

¢) Sabiendo que es una chica, que quiera ver fatbol.

f) Sabiendo que prefiere ver tenis, que sea un chico.

21.

=

atlll Se han hecho andlisis de sangre 200 personas pa-
ra determinar su grupo sanguineo, asi como el Rh.
Los resultados se resumen en esta tabla:

o
RH+ 74 | 12 | 6 | 70 | 162

18 3 1 16 38

Resuelve problemas 5

22, a1 (22" ;Conoces el domin6? Es un juego cuyas
fichas son de este tipo:

Hay fichas con todas las posibles combinaciones con
los nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5y 6, incluyendo las dobles
como el 6-6 del dibujo.

a) Comprueba que en total son 28 fichas.

Si sacamos una al azar, halla la probabilidad de que:
b) La suma de los nlimeros sea 6.
) La suma sea un ntiimero impar.
d) El producto de los dos nimeros sea menor que 6.

En el desarrollo del juego, las fichas se van poniendo
sobre la mesa y se van enlazando unas con otras, asi:

La siguiente ficha debe tener un 2, y se situarfa a la

izquierda, o un 5, e irfa a la derecha.

¢) ;Cudl es la probabilidad de que, sacando al azar
una de las restantes fichas, pueda enlazar con una
de las que estn sobre la mesa?

23, e] Lanzamos cuatro monedas. Calcula:

P2 caras] P[Ninguna cara] P[Alguna cara]

24.a] Lanzamos dos dados. Halla la probabilidad de
que el producto de las puntuaciones:

a) Sea 5. b) Sea 6. ) Sea 4.

25. el Lanzamos tres dados. ;Cudl es la probabilidad de
que las tres puntuaciones sean menores que 52

26. @] Después de tirar muchas veces un modelo de
chinchetas, sabemos que la probabilidad de que una
cualquiera caiga con la punta hacia arriba es 0,38.

92 | 15 | 7 | 8 | 200

a) Si elegimos al azar una persona de entre esas 200,
scudl es la probabilidad de que su grupo sanguineo
sea A? ;Y de que sea O? ;Y de que tenga Rh+?

b) Si elegimos al azar una persona del grupo sangui-
neo B, ;cudl es la probabilidad de que tenga Rh+?
) Sabiendo que una persona es del grupo A o B,

scudl es la probabilidad de que sea Rh+?

Aprendizaje cooperativo

solver tandas de problemas.

Cada miembro del grupo se responsabilizara de la resolucion de un pro-

Si tiramos dos chinchetas, jcudl serd la probabilidad
de que las dos caigan de distinta forma?

27. el En un laboratorio, para que un medicamento sal-
ga al mercado tiene que pasar tres controles. La pro-
babilidad de superar el primero es 0,89; la de superar
el segundo es 0,93 y la de superar el tercero es 0,85.

;Cudl es la probabilidad de que el nuevo producto no
sea apto para salir al mercado?

(%)

Los alumnos y las alumnas, distribuidos en pequefios grupos, deberan re-

blema y de exponer el proceso de resolucion al resto, que lo aceptara

como bueno o lo corregird razonando las enmiendas.

Soluciones de “Ejercicios y problemas”

19 a) P[cHico] = %
3

c) P[USE GAFAS] = 10

e) P[CHICA CON GAFAS] = 13

20 a) P[cHICO] = %

¢) P[CHICO QUIERE TENIS] = %

e) P[FUTBOL / CHICA] = %

_23
50
43

P8I~ F00

21 a) P[A]

1
PIRh+] = ==

b) P[Rh+ / B] = %

o) P[Rh+ /Ao B] = %

1000

b) P[cHicA] = =

aN

A

d) P[no USE GAFAS] = 10

11
00

w

) P[USE GAFAS / CHICA] =

N

b) P[no QUIERE TENIS] = %

d) P[CHICA QUIERE BALONCESTO] =

f) P[CHICO / QUIERE TENIS] =

(SN

€
10

En total son 28 fichas.

b) P[suma 6] = %

d) Plproducto < é] =

23 a) P[2 caras] = %

c) Plalguna cara] =

24 a) Plproducto 5] =

—_

¢) Plproducto 4] = ]

8
25 >7

26 0,47

27 P[No APTO] = 0,3

1
8
1

1
2

1
1

(6}

o~

2

¢) P[suma IMPAR] =

~|w

e) Plenlazar] = %
1

b) Plninguna cara] = %

b) P[producto 6] = %



28. el Una botella contiene 20 bolas de colores negro, ~ 29. aml En un cajon hay 20 calcetines, pero no sabemos

rojo y verde. No sabemos cudntas de cada color, ni de qué colores. Sacamos un calcetin, anotamos el co-
podemos verlo, porque la botella es opaca. Solo po- lor y lo devolvemos al cajén. Lo hacemos cien veces
demos ver, cuando la tumbamos, el color de la bola y obtenemos 42 veces un calcetin negro; 8 veces uno
que queda junto al tapén, que es transparente. 10jo, y 50 veces uno blanco.

Durante unos dias hacemos 1000 veces la experiencia Estima cudntos calcetines hay de cada color.

de agitar, inclinar la botella y anotar el color de la bola
que se ve. Al final, hemos obtenido estos resultados:

F@ =461  F@)=343  f(@)=19

30. el ;Cuil es la probabilidad de que una bola caiga en
cada uno de los depésitos?
a N\

Vamos a estimar el niimero 7 de bolas negras: ( \
_ 46l _ - ;
£@) = Topp = 0461 ¥ P1@I = 55

Como f,(@) ~ PI@], hacemos:
=~ M =20 -
0,461 = 20 " 20-0,461 =9,22

Estimamos que el nimero de bolas negras es 9.
;Cudntas bolas de cada color hay en la botella?

Curiosidades. matematicas (NS
ilidad con
5 .. ™ . iz L M X ) v S D
éVaria la probabilidad de un suceso si se calcula con la condicion de que haya 0 B AW
ocurrido previamente otro suceso? Analiza los dos ejemplos que siguen. L vz M’”/.I/”/.
eJempLo 1. Tiempo durante el mes de enero @g '§ @%&g '/k:/;
Se han anotado los dias de lluvia durante el mes de enero en cierta localidad n{} z” zm xm”z m”
(observa que son 18). Se han sefialado con un punto rojo los dias de lluvia tras M RUZ/AY, /-3/ 7 3{# Vel 17}/
otro dia de lluvia (son 14). A partir de estos datos nos hacemos dos preguntas: Mﬁﬁm {:&
a) sIN CoNDICION. Si hoy es un dia cualquiera, icudl es b) con conpicion. Si hoy ha llovido, écudl es la proba-
la probabilidad de que llueva mafana? bilidad de que llueva manana?
f,[LLuvIA] = 18/31= 0,58 = P[LLuviA]l = 60% f,[LLuvia] =14/18 = 0,78 = P[LLuviA]l = 80%
’ EJEMPLO 2. Lanzamientos de monedas 5 10 15
Se ha lanzado 31 veces una moneda, obteniendo 17 ‘c ‘ .H [ ‘ .H C ‘ CJ .H CH’H" .H .H C‘C ‘ .H
) veces el resultado “cara”. Ademas, se ha sefialado <
con un punto rojo cada vez que, después de cara, ha
salido otra cara (8 veces). Y nos hacemos dos pre- ‘ c ‘Co‘ +‘ Cc ‘ +! Cc ‘ Co‘ Co‘ Co‘ co! CJ +‘ +‘ Cc H'! +‘
) guntas: 20 25 30
a) SIN CONDICION. ¢Cudl es la probabilidad de obtener b)con conpicion. éCudl es la probabilidad de sacar
cara? cara después de cara?
f,[C]=17/31=0,55 £[C1=8/17=0,47
La probabilidad es préxima al 50 % esperado. La probabilidad es proxima al 50 % esperado.

Conclusién: En el primer ejemplo, /a condicidn modifica la probabilidad: si hoy llueve, es mas
probable que llueva mafiana. En el segundo ejemplo, lo que salga en una tirada no influye en la
probabilidad de la siguiente.

EXPERIMENTA — Realiza tu estas experiencias (con mayor nimero de datos) y confirma las conclu-
siones.

Soluciones de “Ejercicios y problemas”
28 Hay 4 bolas verdes, 9 negras y 7 rojas.

29 Hay 8 calcetines negros, 2 rojos y 10 blancos.

30 P[AI= 1; PIBI = & PICI=3; PIDI= +; PIEI= o

Curiosidades mateméticas

Los dias lluviosos tienden a acumularse. Es decir, si hoy ha llovido, es més
probable que mafana llueva.

Esta idea se desarrolla en la experiencia comparando las dos proporcio-
nes siguientes:

— Dias lluviosos en general.
— Dias lluviosos precedidos de dia lluvioso.

La segunda es, claramente, mayor que la primera. Sin embargo, al lanzar
una moneda, la probabilidad de que salga cara no se ve afectada por lo
que salié en la tirada anterior. Es decir, son sensiblemente iguales estas
dos proporciones:

— Caras.
— Caras precedidas de cara.
Los estudiantes podrian repetir estas dos experiencias.

La segunda de manera sencilla e inmediata, efectuando una tanda de va-
rios cientos de lanzamientos de moneda, anotandolas secuencialmente y
analizandolas como se ha hecho en el libro.

La primera (llueve/no llueve) requiere mucho tiempo de observacion (ano-
tar los resultados de, al menos, varias decenas de dias) y un posterior ana-
lisis.



ANOTACIONES
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