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Forma candnica de Jordan- Esquema tedrico

La forma candnica de Jordan es una forma de extender el concepto de diagonalizable a matrices
que no lo son, y que permite cierta simplificaciéon en determinadas operaciones.

Definicién: Toda matriz cuadrada A sobre un cuerpo K, algebraicamente cerrado, es semejante
a una matriz D, diagonal por cajas, denominada forma canénica de Jordan asociada a A
Es decir, D = P"*AP con P regular, P se llama también matriz de paso.
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e Si A es diagonalizable, entonces D es diagonal, y se calcula simplemente poniendo los
autovalores tantas veces como su multiplicidad en la diagonal, y la matriz de paso P sera la

matriz de autovectores como columnas respetando el orden de los autovalores en los
autovectores.

e Si A no es diagonalizable, entonces D tiene en la diagonal secundaria tantos 1 como vectores
no propios se necesitan en la construccién de una base de E,

D
m
Notese que D™ = Dz

D!

Para construir la matriz P, se calculara la secuencia de ntucleos:
kerf(A — A1), kerf(A— A;D?, kerf(A—A1)3, ...
Se analiza el exponente en el que se estabiliza la dimensién, a partir de ahi se toma un
vector 7; del nucleo de ese subespacio vectorial y se van calculando las imagenes de los
vectores

(A —:Dv7, (A= 4D, (A= 413, ...
Hasta completar la multiplicidad del autovalor, y estos vectores, para todos los
autovalores formaran en columnas la matriz P.

La forma canédnica de Jordan es tutil para calcular las potencias de una matriz, puesto que
matrices diagonales o en forma candnica de Jordan son muy sencillas de calcular sus potencias,
puesto que si:
A =PAP!
A" = PAP™' . PAP™'. ...-PAP™1 = pA"P!

A continuacién, veamos dos ejemplos distintos, uno de una matriz diagonalizable y otro que no lo
es.
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1.- Dada la matriz de nimero reales:

-4 -6 0
A=<3 5 0)
3 6 5

Hallar la expresién de A", en funcién de n.

Solucién:

Para poder calcular las potencias de una matriz el primer método a utilizar es ver si es
diagonalizable calculando el polinomio caracteristico y los autovalores y autovectores para
calcular para ver cual es la matriz diagonal asociada a la original, y a partir de ahi, solo hay que
calcular potencias de una matriz diagonal que es mucho mas sencillo que de cualquier otra
matriz.

El polinomio caracteristico viene dado por el determinante |A — AI| =0
—4—-1 -6 0
3 5-1 0 =(5—/1)|_43_’1
3 6 5-21
=G-D(-20—-21+21%2+18) =

5‘_6A| = (5= D[(=4=2)(5 — ) +18]

G-DE2-2+2)=G-DA-2)1+1)
Por tanto, los 3 autovalores son 5,2y — 1.

Veamos cuales son los autovectores que corresponden a la base del subespacio vectorial generado
por cada uno de los autovalores, asi:

-9 -6 0\ /x 0 9x —6y =0 x=0
(A-5DX = 0 o ( 3 0 0) <y) = (0) = { 3x =0 de donde se deduce que {y =

3 6 0/ \z 0 3x+6y=20 z=2
cuyo vector generador es (0,0,1), que es el primer autovector.

-6 —6 0\ /X 0 ~6x — 6y =0
A-2DX=0 & (3 3 o) <y>:<0) o [ 3x+3y=0 de donde se deduce que
3 6 3/ \z 0 3x+6y+3z=0

X =-y
{ Y =Y cuyo vector generador es (—1,1,—1), que es el segundo autovector.
z=-y

—3 =6 0\ /x\ /0 —3x—6y=0
A+hx=0 o ( 3 6 0) <y) = <0> = i 3x+6y=0 de donde se deduce que
3 6 6/ \z 0 3x+6y+6z=0

x = =2y
{ y =y cuyo vector generador es (—2,1,0), que es el tercer autovector.
z=0

0 -1 -2 1 2 1
Por tanto, utilizaremos comoP = [0 1 1 |, cuyainversaes P~t = | 1 2 0},
1 -1 0 -1 -1 0
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0 -1 —-2\/5" 0 0 1 2 1 0 —2" —2(-D™\/1 2 1
A"=<0 1 1)(0 20 ><1 2 0>=<0 2 (=1 ><1 2 0)
1 -1 o/\o o (-D*/\-1 -1 o0 5 _pn 0 -1 -1 0

—2" 4 2(-D" 2" 4 2(-D" 0
— 21’1 + (_1)n+1 2n+1 + (_1)n+1 0
gn _on 2. 5n_2n+1 5n

2.- Sea A la matriz companera del polinomio p(x) = x° + 7x* + 19x% + 25x% + 16x + 4 € K[x].
Se pide:

a) determina los polinomios caracteristico y minimo de A;

b) demuestra que existe P € GL5(K) tal que A = P~!JP, donde J € M5(K)

es una matriz de Jordan;

¢) calcula la matriz J de Jordan y alguna matriz P que satisfagan la relacién anterior.

Solucién:

Por definicion, la matriz companera de dicho polinomio se entiende una matriz de la siguiente
estructura, en la que los coeficientes del polinomio minimo aparecen en la ultima columna
cambiado de signo:

0 0 0 0 —4
(1 0 0 0 —16\‘
01 0 0 -25
0 0 1.0 -19
0 0 01 -7

a) Esta matriz tiene como caracteristica que su polinomio minimo y caracteristico es su polinomio
comparfero, asi que estos son p(x).

b) Para ver si existe la matriz de Jordan, lo tnico que tenemos que hacer es ver si descompone el
polinomio completamente, asi, por Ruffini, vemos que
p() = (x + 1)°(x + 2)?
Y, por lo tanto, si que existira la forma canénica de Jordan.

¢) Primero veamos si la matriz es diagonalizable, para ello, para cada uno de los dos autovalores
tendria que coincidir la dimensién del subespacio vectorial invariante con la multiplicidad del
autovalor en el polinomio caracteristico.
e 1= =1, multiplicidad 3

10 0 0 -4
11 0 0 -16

rglA+D=rglo 1 1 0 -25|=4>dim(Ker(A+D)=1
001 1 —-19
000 1 -6

rg(A+1)? =3 = dim(Ker(4 +1)?) =2
rg(A+1)® =2=dim(Ker(4+13) =3
rg(A+D*=2=dim(Ker(4+D*) =3

Vemos que se estabiliza la dimensién del nucleo en la potencia 3, asi buscamos un vector

que pertenezca a Ker(4 + 1)3 y que no esté en Ker(4 + I)? , y coincide con la multiplicidad
del autovalor.
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1 0 —4 16 —48
3 1 -16 60 —176
(A+D*=|3 3 —24 84 —240
1 3 -16 52 —144
0 1 —4 12 -32
48 —16 4
(32 ~12 4\'
Ker(A+D3=| 0 0 1
0 1 0
1 0 0

—-20 4

/—36 8\
Ker(A+D?*=| -17 5
0 1
1 0

Se ve que el tercer vector del Ker(A + I)3 no estd en Ker(A4 + I)? puesto que tiene las dos

ultimas coordenadas como 0. Asi, tomamos
0 = (4,4,1,0,0)

Para calcular los otros dos vectores simplemente calculamos la imagen de ese primer
vector por (4 + I) sucesivamente.

1 0 0 0 -4 4 4
(1 1 0 0 —16\| (4\‘ (8\'
u,=/0 1 1 0 =25 1]1=15
0011—19/\0/ \1/
00 0 1 -6 0 0
1. 0 0 0 —4 4 4
1 1 0 0 -—16 8 12
u; =10 1 1 0 =25 51=113
0 01 1 -19 1 6
0 0 01 -6 0 1
e 1= -2 de multiplicidad 2
Para ello calculemos A + 21
2 0 0 0 -4
1 2 0 0 -—-16
A+21=|0 1 2 0 —25| yrg(4a+20)=4
0O 0 1 2 -19
0 0 01 -5

rg(A + 20)? = 3 = dim(Ker(4 + 21)%) = 2
rg(A + 23 = 3 = dim(Ker(4 + 21)?) = 2

Por tanto, se estabiliza en la segunda potencia, y tomaremos un vector del nticleo de Ker(A + 21)?
que no esté en Ker(A + 21).
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-3 1
-8 3
ker(A+2D)?=| -6 3
0 1
1 0
2
;
Ker(A+21)=1|9
5
1
Tomemos pues las imagenes de esos vectores por la aplicacién lineal que tiene la matriz
A+ 21
2 0 0 0 -4 1 2
(1200—16\|(3\‘ (7\|
v,=A+2Dv;=(0 1 2 0 =25 31=19
001 2 —19/\1/ \5/
0 0 01 -5 0 1

Asi, la forma canoénica de Jordan de la matriz sera:

o O oo

Y la matriz de paso seran los vectores puestos en columnas siguiendo el orden de los autovalores:

4 4 4 1 2 1 -1 1 -1 1
4 8 12 3 7 -2 3 -4 5 -6
P={1 5 13 3 9|yPt=|3 =5 8 -12 17
001 6 1 5 -1 2 -4 8 -16
00 1 01 -3 5 -8 12 -16

Podemos comprobar de forma sencilla que si se cumple que:
PJP™! = A




