Matematicas 1° Tecnolégico. GEOMETRIA. Tema 10: Rectas en el plano

Solucién de los Problemas Propuestos

1. Representa graficamente la recta que pasa por el punto A(1, 2) y tiene por vector director
V=(3, —1). Daotros dos puntos de ella.

Solucioén: ~3

Se representa el punto Ay el vector v . En el punto A se traza 2 f

una linea recta que siga la direccion de v . 12/ Wen--E.

Dos puntos mas se obtienen sumando &+V y a+2v: (o= —.C
a4y = 1) = -10 3 4 5 6 7 B-
a+v =(1,2)+(3,-1) = (4, 1) > B. > \z\_‘ .

a+2V =(1,2)+2-(3,-1) = (7,0) - C.

2. Halla la ecuacidn vectorial de la recta del ejercicio anterior. A partir de esa ecuacion obtén las
demas expresiones de la recta.

Solucién:

La ecuacion vectorial es: X =a+kv — (x, y)=(1, 2)+k{(3, —1).
x=1+3K — _

Paramétricas: = Continua: x-1_y-2 :
y=2-k 3 -

General: —(x—1)=3(y—-2)=x+3y—-7=0 = Explicita: y=—%x+g.

3. Expresa la recta de ecuacion y =2x—3 en las deméas formas: explicita, continua, paramétrica y

vectorial.
Solucién:
De la ecuacion explicita y =2x-3.

General (implicita o cartesiana): Se pasan todos los términos a un mismo miembro =
2x—-y—-3=0.

X= k

y=-3+2k’

Con esto: uno de sus puntos es A(0, —3); y su vector de direccion, vV = (1, 2).

Paramétricas: si se hace x = k, puede escribirse: {

Luego, sus ecuaciones vectorial y continua serén: (x, y)=(0, —3)+k{(1, 2) — % = %3 :

y
1
a) La pendiente y ordenada en el origen de cada una de ellas.
b) El punto donde se cortan.

Solucion:

4. Dadas las rectas r:%zz y s:y=-2x+4, halla;

a) Se expresa r en forma explicita: r:x—2=3y=vy =%x—§.

Su pendiente es m = % ; la ordenada en el origen, n= —%. Paras: m=-2;n=4.

b) Hay que resolver el sistema:

3 3= —x—%=—2x+4:>x—2=—6x+12:>x=2;y:0. Punto (2, 0).
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5. Halla la ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto A(-2, 3). De ese haz halla la ecuacién

explicita de la recta que:

a) tiene pendiente 0,5;
Represéntalas graficamente.
Solucion:

b) pasa por el punto B(4, 1).

La ecuacioén del haz de rectas que pasa por el punto A(-2, 3) es: y—3= m(x+ 2) :

a) La recta de ese haz con pendiente 0,5 seré:
y—3=0,5(x+2)=y=0,5x+4.

v=05x+4

1.7
YETIERS @D

b) La recta de ese haz que pasa por el punto B(4, 1) cumple: (_*2"3}13 :
1-3=m(4+2)=>m=—1. :
3 1
- .. 1 1 7
Su ecuacion serd: y—3=—=(X+2)=>y=—=X+_. 3210
3 3 3
6. Representa graficamente las siguientes rectas:
a) 2x+3y—6=0; b) x+2y-3=0; c) x—2=0; d) 2y+2=
Solucion:

1.2 24

0.

a) Dos puntos de 2x+3y—6=0 se obtiene haciendo x =0 e y = 0, obteniéndose, respectivamente:

(0, 2) y (3, 0) — se traza la recta que los contiene — (1).

b) Despejando y (forma explicita) y dando dos valores a x:

X+2y—320 = y=—x+>. Puntos: (1, 1); (3, 0) - (2). @@
2 2 (2) 2
c) x—2=0 — es una recta vertical que pasa por la abscisa 2: x=2. !
Dos de sus puntos son: (2, 0) y (2, 3) — (3). o
(4} -1
d) 2y+2=0 — es la recta horizontal, de ecuacion y =-1. Dos de
-2

sus puntos son: (0, -1)y (4, -1) —> (4)

7. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos:

Solucién:
a) Utilizando la férmula de la recta que pasa por dos puntos:
X-2 y-5 X—-2 y-5

= -X+2=y-5=>Yy=—X+7.

= =
3-2 4-5 1 -1

G)

d) AG3, -1) y B(3, 2).

b) Utilizando la expresion y =mx+n e imponiendo que los puntos dados la cumplan.

(-1,3)esdelarecta: 3=—m+n; (2,4) esde larecta: 4=2m+n.
3=—m+n E1-E2 {—1:—3m 1 10

Se obtiene el sistema: = =m='n="2-
4=2m+n E2+2E1l

10=3n 3 3

c) Utilizando la expresion y=mx+n =
(-1, 2)>2=-m+n E1-E2 (0=-3m
=
(2, 2)>2=2m+n ~ E2+2E1| 6=3n
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= y==X+—

3 3

=>m=0;n=2 = y=2, es una recta horizontal.
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d) Igualmente, para los puntos A(3, -1) y B(3, 2):
{(3, —1)—>—1=3m+n:> {—1:3m+n
(3, 2)>2=3m+n E2-E1| 3=0
Observando que x vale 3 en ambos casos, se deduce que se trata de una recta vertical: x =3.
Puede verse que su vector de direccién es Vv =(3, 2)—(3, —1)=(0, 3)=(0, 1).
Xx-3 y+1 x-3 y+1
3-3 Z+1 o0 Z+1

— Incompatible.

Observacion. Utilizando la ecuacion continua de la recta: = Xx=3.

8. Determina la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:

a) 2x+3y—8=0; x+2y—-5=0. b) x—2y+1=0; —2x+4y+3=0.
C) y=2x-3; x+y-6=0. d) x=4; 2x-3y=6.

Haz la representacion grafica.

Solucién:

En cada caso hay que resolver (si son compatibles) los sistemas que determinan. Si el sistema fuera
incompatible, las recas seran paralelas.

2x+3y—-8=0 2x+3y=8 2E1-3E2|x=1
a) = = =P(1 2).
X+2y-5=0 X+2y=5 2E2-El |y=2
X—2y+1=0 4
b) yri=t o
—2X+4y+3=0 3
X=2y=-1 X=2y=-1
y = y — incompatible. 2
—2X+4y=-3 E2+El| 0=-5

Las rectas son paralelas.

y=2x-3 . 5 -8

C) = por sustitucion:

X+y—-6=0

X+(2x-3)-6=0=3x-9=0=>x=3 -y =3.
Las rectas se cortan en el punto Q(3, 3).
x=4 N 2 2

d) = por sustitucion: 8—3y=6=y=— — Se cortanen R| 4, — |.

2x—-3y =6 3 3
9. Halla el angulo que determinan cada una de las rectas r :%2 :% y s:y=-2x+2 conel eje de
abscisas. Utiliza ese resultado para hallar el &ngulo que forman entre ellas.

Solucion:

La pendiente de una recta es la tangente del angulo que forma la recta con ele eje OX. Mediante el

arcotangente puede determinarse ese angulo.

De rzx;zzlzy:lx—g 2
3 1 3 3

— su pendiente es m, :é — su angulo a, =arctan % =18,43°.

De s:y=-2x+2 — su pendiente es m; =-2 0| . '

— su ngulo a,, =arctan(-2)=116,56°.
Por tanto, el angulo que determinan es o, —o., =116,56°-18,43°=98,13°.
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10. Para las rectas anteriores, halla sus vectores de direccion y, utilizando el producto escalar,
calcula el angulo determinado por las dos rectas. Compara el resultado con el obtenido en el
problema 9.

Solucién:

Hay que determinar sus vectores de direccion: v, = (3, 1); Vi = (1, -2).

(Recuerda que si V, = (vl, v2) , la tangente del angulo que forma con el eje OX (la pendiente) es:

2 v
:—2:—:—2)_
° 1 v

|

Aplicando el producto escalar: cos(r, s)=cos(V,, \75)=| r| S|.
r S
(3, 11, -2) 3-2 1
Luego: cos(r, s)= = =
(r. s) \/32 12 \/12 +(-2)? J10+/5 /50

Se ha obtenido el &ngulo complementario de 98,13° — el angulo (s, r).

<l

|

~0,1414 — o = 81,87°.

11. Halla la recta paralela a:

a) 2x+3y—6=0 por el punto O(0, 0). b) y=-2x+3 por el punto P(2, —3).
c) —x+3=0 por el punto Q(1, 2). d) y=2 por el punto R(2, -1).
Solucion:
a) La ecuacion general de la paralelaa (1):2x+3y—6=0 es 2x+3y+c=0.
Como debe contener al punto O(0, 0) = c=0. @ 3
Se obtiene 2x+3y =0. D .

Q 5

......... ’2"(4)

b) Para (2):y=-2x+3.
La ecuacion explicita de la paralela es y =—-2x+n.

Por pasar por el punto P(2, -3) = -3=-22+n—=n=1. PEPYANY 5 3 2
Se obtiene y =-2x+1. » W
) (3):—x+3=0 es una recta vertical. La paralela a ella por el 2 5
punto Q(1, 2) sera x=1. -3 Pe

d) (4):y=2 esunarecta horizontal. La paralela a ella por el punto R(2, -1) sera y =-1

12. Halla la recta perpendicular a:
a) 2x+3y—6=0 por el punto O(0, 0).

b) y=-2x+3 por el punto P(2, -3). : (2) Y (3)
c) —x+3=0 por el punto Q(1, 2). O 0
d) y=2 por el punto R(2, -1). N7 ®
Solucion: 1|/
a) La ecuacion general de la perpendicular a (1):2x+3y—6=0 es
—-3x+2y+c=0. -10 1 2}2 34
Como debe contener al punto O(0, 0) = ¢ =0. /1 o
Se obtiene —3x+2y =0. "
b) Para (2):y=-2x+3. -3 pe
-4
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La ecuacién explicita de la perpendicular es y = % X+n.
Por pasar por el punto P(2, -3) = -3= %-2+ n=n=-4.

Se obtiene y:%x—4.

) (3):—x+3=0 es una recta vertical. La perpendicular a ella por el punto Q(1, 2) serd y=2.
d) (4):y=2 esuna recta horizontal. La perpendicular a ella por el punto R(2, —1) sera x=2.

13. Demuestra que la distancia del punto P(xo, yo) alarecta r:ax+by+c=0 viene dada por la

ax0+byo+c

Va2 +b?

expresion: d (P, r)

Solucion:

Sea Q(x,, y;) la proyeccion de P(Xxy, y,) sobre la recta (- 30)
r:ax+by+c=0, cuyo vector de direccion es - (e 5) \ ///
V=(vi, V) =(b, —a). RN o

Por tanto, V,, =(a, b) es perpendicular (normal) a v . /

Con esto: 7 v=(b. ~a)

1) Se cumple que los vectores PQ y V,, son paralelos. Por

consiguiente:

QPv
2) Como QP = (xo, Yo) — (X1, Y1) = (X0 — X, Yo — Y1), €l producto escalar

QP+, =a (%, — %) +b(yp - y,) = ax, +by, —(ax +by; ) = QP =ax,+by, +c,
pues como Q(x, ¥;)r, cumple que ax, +by; +c=0 = —(ax +by;)=c

Por otra parte, |V,| =va® +b” .

Luego, sustituyendo en (*), queda: d (P, r)=

QP :‘@‘-|\7n|-cosO° — QPY, =|QP

)=[QP[=~ )

axy +by, +c

El valor absoluto debe ponerse para evitar resultados negativos.

14. Halla la distancia del punto P(2, —3) a cada una de las siguientes rectas:
a) x+2y—-3=0; b) y=§x—4; c) y=3; d) x=2.

Solucion:
ax, +by, +c

Aplicando la férmula de la distancia a una recta, d (P, r) = , se tendra:

L2+2(-3)-3 _|-7| _

T B E

a) d(P,r) =
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b) Hay que expresar la ecuacion en su forma cartesiana: y =§X—4 = 2x—-3y-12=0.

Con esto:
|22 3(-3)- 12|
d(P,r)=
«/ +(-3)? «/_
c) y=3->y-3=0=d(P,r)= %
122

d) x=2 > x-2=0= d(P,r)= =0 = el punto es de la recta.

g

15. Halla el area del triangulo determinado por las rectas:
D :5x+3y—1=0; (2):2x+5y—-8=0; (3):3x—-2y—-12=0.

Solucion: .
Si se toma como base el lado AB, para hallar su longitud hay que U
calcular los puntos de corte de las rectas que los determinan. ELQ

5x+3y-1=0  2E1+3E2{ 19x-38=0 N\ T~

: = = A(2, -3). AN
3x—2y-12=0 ~ 5E2-3E1|-19y-57=0 ) -
[5x+3y-1=0 _ 5E1-3E2[19x+19=0 2 POINT 2 3
= B(-1 2). N
|2x+5y-8=0 5E2—2E1 19y-38=0 > /’
2 2 N \‘{4
La base mide: d (A, B)=\j(—1—2) +(2+3)° =+/34. . /'m
La altura es la distancia de C a la recta AB.
2x+5y-8=0 2E1+5E2 [19x-76=0
El punto Ces: C: = =C(4,0).
3x—-2y-12=0  2E2-3E1| -19y=0
54+30-
Por tanto: d(C, r:5x+3y—1:0):| ]4: :
\/52 +32 V34
. b \/_ \/_ 19

Luego, el area del triangulo es: S = > u2.

16. Halla el punto Q, proyeccion de P(1, —3) sobre larecta r:2x+5y+3=0. Halla la distancia
entre ambos puntos y comprueba, d (P, r)=d(P, Q).

Solucién:
21+5(-3)+3 |-10]

G s Vs

— Si se calcula el punto Q y después la d (P, Q) se tiene:
1) La perpendicular a r desde P es: r: -5x+2y+c=0.
Por pasar por P(1,-3): -5-6+c=0=c=11.

Aplicando la formula d(P,r) =
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r:2x+5y+3=0 2X+5y=-3 2X+5y=-3
Cortederconr’: { y :>{ y y

j—t
r:—5x+2y+11=0 —5x+2y=-11 2E2+5El{ 29y =-37

37 49 49 37
> y=—— > X=— = Q| —,—— |.
29 29 29 29

_ (49 ), (_37,,) = [2900 _ [t00 _ 10
2 d(P. Q)_\/(E_j +(_E+3j N 292 V29 J29°

Efectivamente d (P, r)=d (P, Q)

17. Halla el punto P", simétrico de P(1, —3) respecto de larecta r:2x+5y+3=0.

Solucioén:
Dado un punto P, su simétrico respecto de una recta r es otro punto P’
tal que el punto medio entre Py P” es el punto M e r, y, ademas, el

vector PP” es perpendicular al de direccion de la recta.

Para hallar el punto simétrico de P(1, —3), respecto de la recta
r:2x+5y+3=0, se puede hacer lo siguiente:

1) Se calcula el punto M: es el de corte de la recta r, con la perpendicular
a ella que pasa por P.
Esarectaes r:5x—2y+c=0 — como P es de esarecta: r':5+6+c=0=c=-11.

Luego r:5x—2y—-11=0.
2X+5y+3=0 2E1+5E2 | 29x-49=0

El punto M es la solucion de: y = =M 49 31 .
5x—-2y-11=0  2E2-5E1|-29y-37=0

29" 29
2) Suponiendo que el simétrico es P"(Xo, Yo), el punto medio de Py P” es:

M 1+XO, —3+ Y . 1 e
2 2 Py
Ambos M deben ser iguales: ﬁ—ﬂ (1% : —3+ ¥ = 0 12 3 4
oy
4_9:1+X0 :XOZQ;_EZM:yOZE' 2 ¥
29 2 29 29 2 29
- (69 13 - J p

Por tanto, el punto simétrico de P respecto de m es P . ;

29’ 29

18. Utilizando la perpendicular por el punto medio, halla la mediatriz del segmento de extremos
A(2,-3) y B(-1, 2).

Solucion:
Recta que contiene al segmento AB: I :X—_2 = y+3 — 5x+3y—-1=0.
-1-2 243
Punto medio: M (2—_1 _3+2] —> M (l, _—1)
2 2 2 2

Perpendicular a ryg por M: 3x—5y+c=0 — por pasar por M = 3-%—5-(—%j+c =0=c=-4,;

luego, la mediatriz es 3x—-5y—-4=0.
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19. Halla el ortocentro, el circuncentro y el baricentro del triangulo de vertices A(0, 5), B(6, 1) y
C(2,-1)

Solucion:

Ecuaciones de las rectas en las que se apoyan los lados.

— Recta que contiene al lado AB:

X y-5
Map.—=—— — 2X+3y-15=0.
AB- e~ 5 y

— Recta que contiene al lado AC:
X -5
MNe:—=—— > 3X+y-5=0.
AC 5T g y
— Recta que contiene al lado BC:
X-6 y-1
Mge i ——=—"— —> X—2y—-4=0.
526 -1-1 y

Ortocentro: corte de dos de sus alturas.
Altura h; : perpendicular a r,g desde C.

he :3x—2y+c, =0 — pasa por C(2, -1) —
32-2(-D)+¢,=0=¢=-8=
he :3x—-2y-8=0.
Altura hg: perpendicular a r,- que pasa por el punto
B.
hg :x—3y+c, =0 — pasa por B(6, 1) - ¢, =-3; luego hg :x—-3y—-3=0.
El ortocentro es el punto de corte de las alturas; y viene dado por la solucion del sistema:
3x-2y-8=0 3E1-2E2(7x-18=0 18 1
= =0 | =, —=
x—3y—-3=0 3E2-E1 |-7y-1=0

7 7)

Circuncentro: corte de las mediatrices.
Obtendreé las mediatrices aplicando su definicién como lugar geométrico.
Mediatriz de AC, m,: d(P, A)=d(P, C) = \/”XZ +(y-5)° =\j(x—2)2+(y+1)2
Haciendo el cuadrado de las raices y desarrollando los cuadrados:
X2 +y?—10y+25=x% —4x+4+y? +2y+1 = x—3y+5=0.
Mediatriz de AB, m.: d(P, A)=d(P, B) = \jx2+(y—5)2 =\/(x—6)2+(y—1)2
Haciendo el cuadrado de las raices y desarrollando los cuadrados:
X2 +y? —10y+25= x> —12x+36+y> -2y +1 = 3x—2y—3=0.
El circuncentro es el punto de corte de las mediatrices; y viene dado por la solucion del sistema
{x—3y+5=0 2E1—3E2{—7x+19:0 Oz(g Ej

= = :
3x-2y-3=0  E2-3El|7y-18=0 77

Baricentro: corte de las medianas.
Obtendré las medianas a partir de la ecuacion y =mx+n, imponiendo que pase por los dos puntos

que definen cada mediana.
Mediana AM, my:

A(0,5) esde larecta: 5=n; M(4, 0) es de larecta: 0=4m+n — mz—g = y:—gx+5

Mediana BN, mg:
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B(6, 1) esde larecta: 1=6m+n; N(1, 2) esde larecta: 2=m+n =
6m+n=1 1 11 1 11
> MmM=—=;N==" = y=—=-X+—.
m+n=2 5 5} 5] 5]
Igualando ambas expresiones:

5 1 11 5 1 11 8 . 5 8 5
Yy=——X45|=| Y=—oX+— |- X+Db=—-X+— > X==; V== => 05| =, = |.
4 5 5 4 5 5 3 3

[
<
[

20. Halla la ecuacion de las bisectrices del &ngulo que determinan los siguientes pares de rectas:
a) r:2x+5y—-2=0y s:y=-4x+8; b) r:ﬁx—yzo y s:x—ﬁyzo.

Solucion:

a) Un punto genérico, P(x, y), es de la bisectriz si cumple que: d(P, r)=d(P, s).
_2X+3y—-2 4x+y-8 _ 2X+5y—-2 4x+y-8 [1]

N/ N T J29 +17

Larecta s:y=-4x+8 hay que expresarla en su forma implicita: < s:4x+y—-8=0.
Operando en [1] se obtienen:

> Con +17: \/1_7(2x+5y—2):@(4x+y—8) =
> Con —\17: —\/1_7(2x+5y—2):@(4x+y—8) =

Ambas expresiones demasiado incomodas para seguir con ellas...

d(P, r (P,s)=

b) Si P(x, y) es de la bisectriz:

V3x-y _ x—By :d(P,S)S«/?x—y_X—ﬁy 2]

d(P, r)= - = E— — 5
JWE w7 e (B) :
Operando en [2] se obtienen: .
—> Con +2: 3x—y=x—3y = Npoo2 ;/ .5:/
<\/§—1)x+(\/§—1)y=0:>x+y=0—>bisectriz b 1 //,,/5
— Con -2: —\/§x+y:x—\/§y+2 = -2 - N 1 2
—(\/§+1)x+(«/§+1)y:0:>—x+y=0 —> bisectriz b. N
/ 2
/
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