Espacios Vectoriales Apuntes sencillos Javier Burgos

INTRODUCCION SOBRE MATRICES Y DETERMINATES

1.- Definicion de matriz real: Una matriz real de orden mxn siendo m y n nUmeros naturales

€69

es un conjunto de mxn nameros reales distribuidos en “m” filas y “n” columnas.

3 =7 2
. . (-1 5 4 _ 0 5 -8
Ejemplos: ( 0 —2 6)2x3 ; 4 ¢ 4

3 =3 1/,
A los nimeros que componen las matrices se les llama coeficientes. Se representan en general
por la expresion a;; donde “i” representa la fila'y “j” la columna en la que se encuentra.
ai1 Adiz a13)
a 2x3

Ejemplo:(21 Upy Qps

2.- lgualdad de matrices Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y ademas los
coeficientes colocados en el mismo lugar, valen lo mismo. (han de ser la misma matriz)

3.- Operaciones con matrices

a) Suma. Dadas dos 0 mas matrices del mismo orden, su suma es otra matriz del mismo orden
cuyos coeficientes se obtienen como suma de los coeficientes colocados en el mismo lugar de
las matrices suméandolos.

b) Multiplicacién por un numero. Para multiplicar una matriz cualquiera por un nimero real,
se multiplican todos los coeficientes de la matriz por dicho nimero.

¢) Producto de matrices. El resultado de multiplicar dos matrices es otra matriz en la que el
coeficiente que ocupa el lugar cij se obtiene sumando los productos parciales que se obtienen
al multiplicar todos los coeficientes de la fila “i” de la primera matriz por los coeficientes de la

(13521

columna “j” de la segunda matriz.

Notese que para que esta operacion tenga sentido tal y como se ha definido, es preciso que el
namero de columnas de la primera matriz, coincida con el de filas de la segunda. En caso
contraria no casarian las multiplicaciones parciales. La matriz resultante tiene el nimero de filas
de la primeray el de columnas de la segunda. Es importante subrayar también que en el caso en
que se pudieran multiplicar las matrices A- B y B - A, el resultado generalmente es diferente,
lo que nos dice que la multiplicacion de matrices no tiene la propiedad conmutativa.

4.- Matriz traspuesta

Definicién: Dada una matriz A, su traspuesta (A') es la que se obtiene al cambiar filas por

1 5 4 —1 0
columnas en el mismo orden. Ejemplo: A = ( 0 5 6) Al=( 5 -2
- 2x3 4 6 332

5.- Determinante de una matriz cuadrada

Es un numero asociado a toda matriz cuadrada y que en el caso de las de 2x2 y 3x3 se calcula
de las siguientes maneras.
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aSl a32 a33
a3037011 - ) o
Obsérvese que en este caso los productos positivos estan formados por los coeficientes de la
diagonal principal y sus dos paralelas multiplicadas por el coeficiente que estd en el extremo
opuesta. Analogo para la secundaria y sus paralelas. Este método es conocido como la “regla
de Sarrus”

6.- Propiedades de los determinantes

1.- Si una matriz cuadrada tiene una linea con todos los coeficientes 0, el determinante vale 0
2.- Si una matriz cuadrada tiene dos lineas paralelas iguales, el determinante vale 0

3.- Si una matriz cuadrada tiene dos lineas paralelas proporcionales, el determinante vale 0

4.- El determinante de una matriz cuadrada y el de su traspuesta valen lo mismo

5.- Si se intercambian dos lineas paralelas, el determinante cambia de signo

6.- Si multiplicamos los coeficientes de una linea por un nimero, el determinante también queda
multiplicado por el mismo nimero

7.- El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los determinantes de
dichas matrices, es decir |A - B| =|A|-|B|

8.- Si un determinante vale 0, las filas o columnas son linealmente dependientes y si es distinto
de cero son linealmente independientes
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TEMA I. ESPACIOS VECTORIALES

1.- ESPACIO VECTORIAL

Definicion: Un espacio vectorial (V+,-x) sobre K(Cuerpo) es una estructura algebraica
formada por un conjunto V a cuyos elementos Illamaremos vectores en el que se ha definido
una ley de composicion interna (operacion) que denotaremos por “+” que cumple las
siguientes propiedades:

a) Asociativa: u+ (T+w)=U+v)+w
b) Conmutativa: i+ v =v + U

c) Elemento neutro: Existe un elemento de V que denotaremos por 0 tal que
u + 0 =1y que llamaremos coeficiente neutro

d) Elemento simétrico: Dado un elemento cualquiera u € V existe otro llamado
-u€eV talque i+ (-u)=0

Con estas 4 propiedades diremos que (V, +) es grupo conmutativo.

n n

También se ha definido una ley de composicion externa sobre un cuerpo K ‘K
(generalmente el cuerpo de los nimeros reales), es decir una operacion de un elemento de V
con otro de K para obtener otro de V que cumple las propiedades siguientes:

e Distributiva respecto a la suma de vectores: a(X + y) = ax + ay

e Distributiva respecto a la suma de escalares: (a + b)X = axX + bx

e Asociativa respecto al producto de escalares y vectores: (a - b)x = a(bX)
e Existe elemento neutro escalar:v X € V,3e € K |eX = Xe = X

Siendo a 'y b elementos de K y u y v vectores de V

Al conjunto V con estas operaciones y cumpliendo las 8 propiedades se dice que es un
espacio vectorial sobre K

Definicién: A los elementos de V de un espacio vectorial se les Ilama vectores y a los elementos
de K se les llama escalares.

Ejemplo:

El conjunto R? que son pares de nimeros reales (x, y) con la suma definida como:

(x1,v1) + (x2,y2) = (x4 + x5,y +y,) Yy lamultiplicacién por un nimero definida como:
a(x,y) = (ax,ay) también es un espacio vectorial sobre R.

Analogo para R®y en general R".
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2.- COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Definicién: Dado un conjunto de vectores {vy, ....,7,}, un vector ¥ € V es combinacion
lineal de los dichos vectores, si existen escalares a4, a,, ....a, € K tal que
V= a,v; + ayvy,+ ... tayv,

Ejemplos de combinaciones lineales:

a) Sean los vectores {(3,—2), (—1, 1)} . Multiplicamos el primero por — 2 y el segundo
por 4 quedando -2(3,-2) +4(-1,1) = (- 10, 8). Este vector (- 10, 8) se dice que es
combinacion lineal de los dos primeros.

Obviamente se podran obtener infinitos vectores generados por ellos, sin mas que
cambiar los numeros por los que multiplicamos.

b) ¢Es el vector (-5, 6) también una combinacidn lineal de los dados?

Si lo fuera tendria que haber dos nimeros a y b tales que
(-56) =a(3,-2)+b(-1,1)
Operando el segundo miembro e igualando componentes llegariamos a un sistema que
3a—b=-5
a4+ b= 6} de donde
a =1y b = 8. Por tanto, si que es combinacidn lineal de los dos primeros

resolvemos, es decir (- 5,6) = (3a-b,-2a + b) y de aqui

c) ¢Es el vector (4, — 3) una combinacién lineal de los vectores (1,—-2) y (-2,4)?

Planteando lo mismo de antes llegamos a que (4,-3) = a(1,-2) + b(-2,4) y de aqui

a—2b= 4
—2a+4b = -3
Por lo tanto, no es combinacion lineal.

al sistema } Al resolver este sistema vemos que es incompatible.

3.- VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES e INDEPENDIENTES

Definicion: Dado un conjunto de vectores {vy,....,v,},, diremos que constituyen un sistema
linealmente independiente o sistema libre, si la Gnica forma de obtener el vector nulo como
combinacion lineal de ellos es que “todos los escalares” sean 0. En caso contrario, es decir si al
menos un escalar es distinto de 0, el sistema es linealmente dependiente.

Ejemplos:
a) ¢Como son los vectores {(3,—2); (-1, 1)}?

Hemos de plantear una combinacion lineal igual a 0, esto es:
a(3,-2)+b(-1,1) = (0,0).

El sistema que obtenemos sera 3a—b=0

Ja4b= 0} que al resolverlonosdaa = b = 0

y, por tanto, son linealmente independientes (L. I.)

b) ¢Y los vectores (1,- 2) (- 2,4)?
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Al plantear la condicién a(l1,-2) +b(-2,4)= (0, 0), obtenemos el sistema
a—2b=0 }

—2a+4b =0

que es compatible e indeterminado.

Tomando porejemploa = 6 y b = 3 se cumple laigualdad sin que los escalares sean
0. El sistema es linealmente dependiente. (L. D.)

Obsérvese que el sistema planteado siempre es homogéneo con lo que solo caben dos
posibilidades: si es determinado, la solucion es la trivial y el sistema es L. I. y si es
indeterminado es L. D.

c) Comprobar que los vectores {(1, 0, 1); (=2, 1, 4); (2, =3, 1)}son L. 1.

d) Comprobar que los vectores {(1, 0, 1); (-2, 1, 4); (3, =1, —3)}son L.D.

4.- SISTEMA GENERADOR

Definicién: Dado un conjunto de vectores {vy, ...., 7, }, diremos que es un sistema generador
del espacio vectorial V, si cualquier vector de V se puede escribir como una combinacion lineal
de ellos. Es decir,si VU € V, ¥ = a vy + a,v, + . a,v,.

Ejemplos:
a) Probar que los vectores {(3,—2); (—1, 1)} son un sistema generador (S. G.) de R?

Cojamos un vector cualquiera de R? por ejemplo (x4, x;) Y escribimos

a(3,-2) + b(-1,1) = (xq,x3). De aqui el sistema } de donde

—2a+b=x,
obtenemosa = x; + x, y b = 2x; + 3x,

lo que nos indica que sea cual sea el valor de x; y x, siempre podemos obtener el valor
de “a” y “b”, y, por tanto, si que son sistema generador.

b) ¢Y los vectores (1,- 2) (-2,4)?

Para un vector (xq,x,) tendriamos a(1,-2)+ b(-2,4) = (xq,x3) y de aqui

a—2b=x,
—2a+4b = x,
el valor de “a” y “b” y, por lo tanto, no lo puede generar.

} que al resolverlo nos queda 0 = 2x; + x, , 0 Sea no podemos calcular
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5.- BASE y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

Definicién: Un subconjunto B = {vy, ....,7,} © V, se denomina base de V si cumple que:
a) Esun sistema de vectores linealmente independientes
b) Es un sistema generador del espacio vectorial V

Teorema de equicardinalidad de las bases: Todas las bases de un espacio vectorial que puede
tener infinitas tienen el mismo nimero de vectores.

Definicion: Al nimero de vectores de la base de V se le llama “dimension” del espacio
vectorial.

Ejemplos:
e Asiladimension de R? es 2; la de R® es 3 y en general la de R" es n.

e Ladimension del subespacio vectorial formado por el {0} tiene dimension 0.
e A la base cuyos vectores tienen sus componentes 0 excepto una que vale 1 se le llama
“base candénica”.
o EnR?seria{(1,0),(0,1)}.
o EnR3seria {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, y asi sucesivamente.

6.- COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO DE UNA BASE

Definicion: Los coeficientes o escalares en funcion de los cuales se pone un vector como
combinacion lineal de los vectores de una base se denominan “Coordenadas del vector en esa
base” y son tnicos.

Ejemplos:
a) Calcular las coordenadas del vector (-5, 6) respecto de la base {(3,-2);(-1,1)}

Ya hemos visto antes que (-5,6) = a(3,-2) + b(-1,1) nos da como resultado
a =1 y b = 8. Dichos nimeros 1y 8 son las coordenadas buscadas.

b) ¢Y respecto de la base candnica?
Obseérvese que en este caso (-5,6) = a(1,0) + b(0,1)nosdaa =-5 b = 6, esdecir,
en la base candnica, “las componentes del vector son las coordenadas de dicho vector
respecto de la base canonica”

c) Calcular las coordenadas de los vectores:
1) (10,-6,-9) 2) (1,-7,10) 3) (-1,7,7)
respecto de labase {(1, 0, 1); (-2, 1, 4); (2, -3, 1)}
(Asi, habria que hacer un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas para cada vector):
Solucién: a) (2,-3,1) b) (-1,2,3) ¢) (51,-2)

7.- TEOREMAS RELATIVOS A BASES en R"

e Teorema 1: En R" “n” vectores linealmente independientes son base.

e Teorema 2: En R" “n” vectores que forman un sistema generador son base.
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Estos teoremas nos permiten a la hora de demostrar que un sistema de vectores es una base,
comprobar una sola de las dos condiciones de base.

8.- SUBESPACIO VECTORIAL

Sea V un espacio vectorial y sea U un subconjunto de V. Diremos que U es un subespacio
vectorial de V si es un espacio vectorial con sus coeficientes y las operaciones inducidas de V,
lo definimos mas adelante propiamente.

Definicién: Sea V un espacio vectorial y sea U c V diremos que U es subespacio vectorial de Vsiy
solosivu,v €U y Va,b € K se verifica que:
au + bv € U

Nota: Como U ha de ser espacio vectorial ha de contener el coeficiente neutro de V

Ejemplo:
Sea V = R? como espacio vectorial sobre Ry sea U = {(x, y) € R? / x = 0 }, es decir,
U lo forman los vectores de R? cuya primera componente vale 0.

Veamos que es un subespacio vectorial.
Cogemos dos vectores cualesquiera de U, u = (0,y,), v = (0,y,) Yy dos nimeros
reales a y B. Calculamos au + Bv = a(0,y,) + B(0,y,) = (0 ,ay;) + (0,By,) =
= (0, ay; + By,) que es un vector de U por tener la primera componente nula.

Por lo tanto U es subespacio vectorial.

9.- FORMAS DE EXPRESAR UN SUBESPACIO EN R"

En este caso nos quedaremos con las formas mas importantes y muy relacionadas con la
geometria analitica de R™:

a) Ecuaciones implicitas o cartesianas que son igualdades que relacionan las diferentes
componentes de los vectores.

Ejemplol |SeaU ={(x,y) ER?* /2x+vy = 0}
En este caso los vectores de U son aquellos que verifican que el doble
de la primera componente mas la segunda es igual a 0.

Vectores de U serian, por ejemplo: (- 3,6)(2,-4), (0,0), (g —5)

Ejemplo2 | Sea U = {(x1, x5, x3) € R3:3x;-2x, + x5 = 0}.
En este caso vectores de U serian:
(1,1,-1),(0,0,0),(2,3,0) (-2,4,14)
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b) Ecuaciones paramétricas. Las componentes se relacionan mediante parametros que son
letras que pueden tomar valores arbitrarios.

Ejemplol |SeaU ={(x,y) € R? / (x,y) = (1, -3}
En este caso nos indica que, si x toma un valor cualquiera, la y ha de
valer el triple con signo cambiado. Vectores de U serian
(0,0)(1,-3) (—2,6)(4,-12) etc..

Ejemplo2 |Sea U ={(4, 24,—1):1€R}.
Se nos indica que los vectores de R®, tienen la caracteristica de que la 12
y la 32 componente son opuestas y la 22 es el doble de la 1%; por ejemplo,
los vectores
(3,6,-3)y (-1,-2,1) pertenecen a U

Ejemplo3 |Sea F={(Aup,A—u):Au€ERrR}
En este caso se significa que la 12 componente X1 toma un valor arbitrario
A, la 28, x» toma otro valor independiente del 12 que llamamos u y la 32,
es la resta de los dos.
Por ejemplo: (3,- 1,4) (-2,1,- 3).

c) Referenciando un sistema generador En este caso los vectores de U son los generados por

él o ellos.

Ejemplol

Sea U = L{(1,-1)}. Esta forma de expresar el subespacio no indica que
los vectores de €l son los generados por el (1,-1), es decir,
por ejemplo; (4,—4) (- 2, 2) (0, 0) (-5, 5) etc.

Ejemplo2

SeaU = L{(-1,1,0),(2,0,1)}

={a(-1,1,00+b(2,0,1):a,beK}={(-a+2b,a,b):a,bEK}

Cambio de formas de expresar subespacios vectoriales:

Es importante de cara a la resolucion de problemas, el saber pasar de un modo a otro. Veamos
con ejemplos como se pasa de unos a otros siguiendo las directrices siguientes.

e Para pasar de tenerlas referenciadas a un sistema generador a paramétricas, simplemente
hay que poner un vector general en combinacidn lineal de los vectores generadores y operar.
El paso del modo c) al b) esta resuelto en el ejemplo2 anterior.

e En el caso que tengamos las ecuaciones paramétricas y queramos buscar unos vectores
generadores, es decir, del b) al ¢), no habria mas que sacar factor comdn los parametros a y

b. Por ejemplo:

Ejemplo1:Sea U = {(a,-3a):a€R} = {a(1,-3):aeR} = L{(1,- 3)}

Ejemplo2: SeaU = {(a- b,b,3a + b):a,bE R} =
{a(1,0,3) + b(-1,1,1):a,b€R} = L{(1,0,3),(-1,1,1)}
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Para pasar de paramétricas a implicitas es necesario eliminar los parametros planteando el
sistema y resolviéndolo. Por ejemplo:

Sea U ={(a,3a):a € R} Significa que x; = a y x, = 3a. Despejando a en ambas
ecuaciones e igualando quedaria x, = 3x; de donde 3x; -x, = 0 que es la ecuacion
cartesiana.

Ejemplo3:SeaU = {(a + b,2a,3a-b): a,b € R }. Deaqui

X1=a+b
X2=2a
X3=3a—b

Sumando la 12 y la 32 eliminamos el parametro b y queda:
X1 + x3 =4a
x, =2a
Multiplicando la segunda ecuacion por — 2 y sumandola quedaria x; -2x, +x3 =0

Para pasar de implicitas a paramétricas se calcula el valor de cada componente en funcion
de algunas de las variables, tantas como sean necesarias al resolver un sistema compatible
indeterminado.

Ejemplo 4:

Sea el subespacio cuya ecuacion cartesiana es 2x;-x, = 0
] . : . a
Asi, despejando x; = xz—z = % con lo que el subespacio sera: U = {( E,a ) 'a € ]R} lo

que nos dice que el valor de la 12 componente es la mitad del de la 22.

Para evitar trabajar con fracciones se puede escribir U = {(b,2b): b € R } que representa
el mismo subespacio.

Ejemplo 5:

Sea U = { (xl,xz,X3) € R3: X1 + Xy —ZX3 = O}

El valor de cada una de ellas depende de las otras dos, por lo tanto, al calcularla tendremos
que utilizar dos parametros asi por ejemplo x, = a y a x3 = b, con lo que quedaria:

x; =-a+ 2b, y el subespacio en ecuaciones paramétricas seria:

U = {(x1,%3,x3) = (—a+ 2b,a,b)} que al sacar factor comin a y b quedaria
U={a(-1,1,0)+b(2,0,1):a,b e R} =L{(-1,1,0)(2,0,1)} y estariamos en la

forma c).

Ejemplo 6:
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U={(x1,%3,%x3) ¢ x4 +x,-2x3 = 0,x,-x, = 0}, resolveriamos el sistema, al haber dos
ecuaciones, dependerian de una sola incognita

x1+x2—2x3=0} N x1+x2=2x3}

xl—x2=0

xl—x2=0

le damos a x; = a y resolvemos el sistema obteniendo x; =a y x, = a.

Luego U sera
U={(x,x5,%x3) =(a,a,a):a€R}={a(1,1,1):aeR}= L{(1,1,1)}

10.- SUBESPACIO INTERSECCION DE SUBESPACIOS

Definicién: Dados dos subespacios vectoriales L y M de V, el subespacio interseccion L N M,
esta formado por los vectores que pertenecen simultaneamente a ambos.

Nota: La forma mas facil de averiguarlo es, una vez expresados en forma implicita, resolver el
sistema formado por sus ecuaciones.

Definicidn: Si la interseccion es el vector nulo se dird que los subespacios son independientes

SeaL ={(x,y)ER? /2x+y= 0} yseaM ={(x,y) €ER? / (x,y) =
(4, —31}

Veamos cual es el subespacio interseccion. Escribamos la ecuacion implicita
o cartesiana del subespacio M. Para ello eliminamos el parametro 1

Como :iSA} = y=—3x esdecir, 3x + y = 0.
Ejemplol Y=
Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones cartesianas
2x+y=0 -
tendremos 3x +y = 0} cuyasolucionesx = y = 0.
Es decir, el Unico vector que pertenece a los dos subespacios
simultaneamente es el vector nulo, que sabemos que pertenece a cualquier
subespacio. Por tanto, L y M son independientes
Sea L ={(A24—-2):1€R } y sea M = {(x, y,z)deR3/ x +
y-2z =0}
Escribimos la(s) ecuacidn(es) cartesiana(s) de L teniendo en cuenta que
x =21
y = 2/1} y eliminando el parametro tenemos que y = 2x, z =- x que
Ejemplo2 | z = —)
son las ecuaciones buscadas.
2x—y =0
Resolvemos ahora el sistema x+2z =0 Que nos da:
x+y—2z=0

x =y = z = 0. Luego el Unico vector es el (0, 0, 0) y los subespacios
son independientes

10
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Sea
L={(v,z)=(-a+2b,a,b)}yM ={(x,y,z)de R®:3x -y + z = 0}

x=—-a+2b
Eliminamos “a” y “b” del primer subespacio. Como y =a
z=b

sustituyendo en la 12 ecuacion se tiene x = - y + 2z 0 lo que es lo mismo
x+y-2z=0.

. . x+y—2z=0
. Si resolvemos ahora el sistema _
Ejemplo 3 3x—y+z=0

} al sumar nos queda
4x-z = 0 dedonde z = 4x, y = 7x.

Por tanto, la solucion del sistema que es compatible e indeterminado sera
(x,y,z) = (4,74,42) que al sacar factor comun A

(x,y,z) = A(1,7,4), es decir, el subespacio

LnM=L{(1,7,4)} vy, por tanto, es de dimension 1.

11.- SUBESPACIO SUMA

Dados dos subespacios vectoriales A y B del espacio vectorial E, definimos el subespacio suma
de ambos que escribimos A + B como aquél en el que cada uno de sus vectores se puede poner
como suma de uno de Ay otro de B. Es decir

Definicidn: La suma de espacios vectoriales U y W, subespacios vectoriales de V se define
como el subconjunto de V:
H=U+W={|v=tu+w,uelUyweW}

Ejemplo:

Sea A=L{(-1,0,1)} ysea B =L{(2,1,1)} entonces,
A+ B ={a(-1,0,1)+b(2,1,1):a,b € R}

Otras definiciones:

e Si Ay B son independientes, lasuma de Ay B se llama suma directa y se escribe A @ B.

e Siademas, lasuma de Ay B nos da el espacio vectorial E, siendo independientes, se llaman
subespacios vectoriales suplementarios.

12.- RANGO DE UN SISTEMA DE VECTORES

11
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Dado un conjunto de vectores {uy, u,, us,....... u,}, su rango es el niumero de vectores de
este sistema que son linealmente independientes. Una definicion equivalente es que el rango de
un sistema de vectores es la dimension del subespacio que generan

Para calcular el rango hay que tener en cuenta:

a) Que el vector nulo (aquél que tiene todas sus componentes nulas) depende de cualquier
otro, ya que basta multiplicar éste por 0 para obtener el nulo. Por tanto, si aparece en el
sistema de vectores se puede eliminar sin que se modifique el rango del sistema.

b) Si un vector se obtiene multiplicando otro por un numero, es proporcional al primero, y
por tanto depende de él y también se puede eliminar del sistema sin que se modifique
el rango

c) Si un vector es combinacion lineal de otros, se puede eliminar sin que se modifique el
rango.

d) Importante: Las columnas de una matriz pueden considerarse vectores y una propiedad
de los determinantes nos asegura que si éste vale 0, las columnas (vectores) son
linealmente dependientes pero si no es 0 los vectores que lo componen son linealmente
independientes.

e) En R?hay a lo sumo dos vectores linealmente independientes; en R® tres y en general
en R"hay n vectores alosumo L.I.

Ejemplo
Calcular el rango de los vectores:{(1,-2, 1) (0, 2,4) (0,0,0) (-3,6,-3)(1,0,5) (-2,2,1) }

El procedimiento seria el siguiente: Eliminamos el 3° por ser el nulo, el 4° por ser el 1°
multiplicado por — 3, el 5° por ser la suma de los dos primeros y depende de ellos ( esto no es
facil de ver. Ahora veremos como lo resolveriamos en el caso de no darnos cuenta).

Elegimos dos vectores gque sean linealmente independientes, por ej. los dos primeros que no son
proporcionales. Esto nos asegura que el rango es como minimo 2. El 3° es evidente que se
eliminaria. EI 4° también por ser proporcional a uno de los dos elegidos (esto también es facil
de comprobar). Con el 5° como no esta claro, formamos el determinante siguiente con los

vectores en columnas:
1 0 1

—2 2 0[=0 loque nos indica que la tercera columna es combinacion de las dos primeras

1 4 5 A ‘
y por lo tanto se elimina también.

Y con el sexto vector hacemos lo mismo
1 0 -2
—2 2 2 |= 14 que es distinto de 0 con lo que las tres columnas son linealmente

1 4 1
independientes. Por tanto el rango del sistema de vectores dado es 3, que por otra parte es el

valor méaximo que puede ser al tratarse de vectores de R® que como sabemos es un espacio
vectorial de dimension 3 y por lo tanto no puede haber mas de 3 vectores linealmente
independientes. Si el sistema hubiese tenido mas vectores, el rango no podria haber aumentado.

13.- SUBESPACIOS AFINES

Definicién: Dado un espacio vectorial V, diremos que A es un subespacio afin de V si:
A = ¥ + F siendo v un vector cualquiera de V' y F un subespacio vectorial de V, es decir:
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A=V +F={Z €Vtalesque Z= v + X con X €F}

(es decir, cualquier vector de A es suma del ¥ que es fijo y otro de F)

Ejemplo:
Sead=(2,1,1)+L{(1,0,- 1)}.Enestecaso, v'=(2,1,1)y F = L{(1,0,- 1)}

En A estarian por ejemplo los vectores:
(2,1,1)+(1,0,-1) = (3,1,0)
(2,1,1)+(@3,0,-3)=(5,1,-2)
(2,1,1)+(-2,0,2) =(0,1,3)

También puede venir el subespacio afin de esta forma:

A = {(x1,%2,%3) €R® [ x; + x, = 3}

En este caso como x2 = 3 — x; el vector:

(1, %2, %3) = (1,3 — x1,%3) = (0,3,0) + (1, —=x1,x3) = (0,3,0) + x,(1,-1,0) +
X3(0,0,1)

Y, por tanto, A es la suma del vector v = (0,3,0) mas el subespacio F engendrado por los
vectores (1,-1,0) ¥ (0,0, 1), es decir

A=(0,3,0)+L{(1,-1,0) + (0,0,1)}

Notese que cualquier subespacio vectorial es un subespacio afin ya que siempre se puede poner
como A = {0} + F.Elcontrario no es cierto.
El ejemplo anterior nos sirve ya que en €l no estaria el vector neutro

Hiperplanos de R"

Definicion: Un hiperplano de R" es un subespacio afin de dimensién n — 1. Por tanto, seré el
conjunto de vectores que verifican una ecuacion lineal. Se expresa asi

H = {(x1,%X2,X3, .. .uns Xn) € R™ ayx; + azx, +azxs+....... +a,x, =d,cona; ER, i =
1,..n}

Notese gque los a; no son simultdneamente nulas.

Ejemplos:
e H, ={(x,x,) € R? / 3x; + 2x, = 6} es un hiperplano de R?

e H, ={(xy,xx3) € R® / 3x; + 2x, — x5 = 1} es un hiperplano de R®
2 1, X2, X3 1 2 3 perp

Subespacios afines paralelos y débilmente paralelos

Definicién: Dos subespacios afinesA=7v+F y B=Ww + G:

13
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e son paralelos si F = G (es decir, se apoyan en el mismo subespacio vectorial)
e son débilmente paralelos si F €G

Hiperplanos afines paralelos en R3

14
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EJERCICIOS CON SOLUCION

1 ¢Queé valores han de tener “x” e “y” para que los vectores (2,1,x) (6,y,15) sean
linealmente dependientes?
Solucion: x=5e y=3
2 ¢ Y para que sean linealmente independientes?
Solucion: x #5 e y # 3
3.1 | e ¢Pueden ser tres vectores de R? una base de éste?
e /Y un vector?
e ;Puede ser una base un sistema de vectores que contenga el vector nulo?
e ;Puede ser una base de R? dos vectores proporcionales?.
Solucion:
e No. Las bases de R?s6lo pueden tener dos vectores
e Tampoco, deben ser 2 vectores
e No ya que el vector nulo depende de los demas y por lo tanto no seria L. I.
¢ No porque uno de ellos se puede poner como combinacion del otro y por lo tanto
no serian L. I.
3.2 | ¢Cudl de estos sistemas de vectores podra ser una base, atendiendo a lo anterior?
el) {(_ 1, 1)1 ( 3,- 3)}
92) {(1' 1)1 (_11 0 ); ( 2' 1)}
e3) {(1,-3)}
ed){(4,1),(-2,0)}
6‘5) {(11 0); (_ 1: 3)1 (O, O)}
Solucion:
Solo podria ser base el e.4
4 ¢Cual es el rango de los sistemas de vectores siguientes? O dicho de otra forma,
¢eual es la dimension de los subespacios generados por los siguientes sistemas de
vectores?
41.-H=1{(1,0,1),(- 2,1,4)}
42.-H ={(1,- 2)}
43.-H={1,- 1),(- 2,2)}
44-H={(1,0,1,(- 1,1,0),(0,1,1)}
45.-H ={(2,1,0),(-2,-1,0),(4,2,0)}
46.-H ={(1,0,1)(—1,1,1),(3,1,-2)}
Solucion:
4.1 Dimension 2
4.2 Dimension 1
4.3 Dimension 1
4.4 Dimension 2
4.5 Dimension 1
4.6 Dimension 3
5 | (Cuanto tiene que valer “a” para que los vectores {(1,-1,0),(2,1,-3),(a,1,6)}sean
linealmente dependientes?
Solucion: a =-7
6 (Cuanto ha de valer “b” para que la dimension del subespacio vectorial generado por

los vectores W = L{(1,-2,2),(b,6,-6)}
a) Sea dos
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b) Seauno
Solucién:
a) b+-3
b) b=-3
7 ¢QUuE tienen que valer “a” y “b” para que los vectores:
H={(1,a,-2,0),(2,-3,0,a),(-4,1,4,b)} sean linealmente dependientes
Solucion:a=1yb =-1
8 Consideremos los vectores H = {(1,1,0,1),(0,0,1,2),(0,1,-2,-1)(0,-1,3,a)}
¢Cudl es el valor de “a” para que el rango del sistema de vectores sea 3?
Solucién:
Utilizando determinantes |A| = 3 — a, por tanto, sera 3 si a = 3.
Es facil ver que tomando las 3 primeras coordenadas de 10s 3 primeros vectores si que
el determinante queda distinto de 0.
9 Con los datos del problema anterior se cumple:
a) El sistema es libre para todo “a” de R
b) El sistema es ligado para todo “a” de R
c) El 2° 3°y 4°vectores forman un sistema libre sia =3
d) ElsistemaesunabasedeR*sia=1
Solucion:
La d) ya que por la anterior.sabemos que si a = 3 el sistema es ligado o dependiente,
luego en cualquier otro caso es L. I. y como son 4 vectores de R*, son una base.
10 | Sean los subespacios:
F ={(x1,x,) € R*:x; = 0}, G ={(xq,x,) € R?/2x; + x, = 0}.
Demostrar que F @ G = R?
Solucion:
Se comprueba que F n G = {(0,0)}.
Como F =L{(0,1)} y G = L{(1,-2)},
F+G=1{0,1),(1,-2)}}
que es una base de R2.
Luego, F @ G = R?
11 | Sean los vectoresde R* U = {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(2,-1,a,0)}, entonces indica
cuales de las siguientes opciones es verdadera:
a) el sistemaes libresia=0
b) el sistema es libresia=-3
c) el sistema es ligado sia =3
d) el sistema es ligado sia=0
Solucién:
La a) es verdadera
12 | Si a es un valor que hace que los vectores anteriores sean base de un subespacio y

a,f,y son las coordenadas del vector (3,1,1,0) respecto de dicha base, entonces

3
comprobar que y = P

16




Espacios Vectoriales Apuntes sencillos Javier Burgos

Solucién:
Las coordenadas son (para a = 0):
3,1,1,0) =a(1,1,0,0)+3(0,1,1,0) +y(2,-1,0,0)},
3=a+ 2y
l=a+p-vy
1=p5

Dedondeazﬁzy:1ysecump|eque1:3%

13

¢Cual de los siguientes subconjuntos es un subespacio vectorial de R*?
a) {(x1,x2,x3,%4) : X4 +x, = 1}
b) {(x1,x2,x3,x4) : x1 + x5 = 1}
C) {(x1,x2,X3,%4) : X2 = X3}
d) {(xg, %2 %3,%4) X1 + X = x7}

Solucion:
Eslac). Yaque laa)y lab) no contienen al neutro, el vector nulo, y la d no es lineal.
La a) vy la b) son subespacios afines, no vectoriales.

14

Los vectores {(1,2,a) (2,b,6 )} son L. I. en R®si y solo si
Q) a#3yb+4 b) a+30b+4 c)a=3yb=4 d) Ninguna

Solucion:
Sifueran L. D. a=3y b =4, por tanto, la negacion de esa proposicion es que:
a+3 o b#4queeslab)

15

¢Cual de los siguientes sistemas de vectores es una base de R??
a) (1,0),(20)

b) (1,0),(0,
c)(1,0),

i (
( (
d) (1,1),(

0,1)
0,1),
1,2)

)

Solucién:
La d), puesto que tienen que ser 2 vectores y no pueden ser los dos primeros porgue son
dependientes, uno es el doble del otro.

16

Sean los subespacios F; = L{(0,1,1)} y F, = L{(x1,%2,%3) : x; = 0}
Demostrar que F, + F, = F,

Solucién:
F,=1{(0,1,0),(0,0,1)} ycomo (0,1,1) = (0,1,0) + (0, 0,1), cualquier vector de
FiesdeF

17

Dada la base (1,2) (1,1) calcula las coordenadas de un vector (a, b)

Solucion:
a=b—a y [=2a-b

18

¢Cual de los siguientes subconjuntos no es subespacio vectorial de R3?
a) {(a,b,c):a+b+c=0}
b) {(a,b,c):2b+ 3c =5a }
¢) {(a,b,c):a’?+b?+c?2=0}
d) {(a,b,c):a =1}

Solucion:
La d) por no contener al neutro

19

¢Para qué valores de b los vectores (b, - 3,2), (2,3, b), (4,6,4) no son una base de R*?

17
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Solucién:
Haciendo el determinante resulta | | = —6b? + 24 e igualando a 0, resultan
b=20b=-2

20

La dimension del subespacio vectorial generado por los vectores
(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9) es

Solucion:
La dimension es 2 sin mas que hacer el determinante

21

Sean lasbasesde R?, B = {(1,-1)(0,2)}y B’ = {(-1,0),( 2,1)}.Si las coordenadas
de un vector respecto de la 1* son — 1y 1, ;cudles son las coordenadas respecto de la
2% base?.

Solucion:
El vector seria —1 - (1,—1) + (0,2) = (—1,3)
Las coordenadas de este vector en la nueva base serian

) G)= HE =6

Por tanto, las coordenadas en la nueva base seran (7,3)

22

Dados los subespacios L = {(x1,%3,x3): X1 = x3,x, = 0}y
M = { (x1,%,%3) * x3 =0}
Demostrar que L @ M = R3

Solucioén:

Como

L=L{(1,0,1)}y M =1{(1,0,0),(0,1,0)} y como son independientes y ademas
L + M = R3, por tanto, los subespacios L y M son suma directa.

23

Sean los vectores (a,-1,1),(-1,2,-1),(0,a,0). Si “r” es el rango de los tres
vectores, entonces:

ar =3sia=1 b) r =2sia=0
c)r =1sia=0 dr=2sia=-1
Solucion:

Lasolucion correcta es la b) sin mas que hacer el determinante que resulta:
| |=a>—-1=a(a—1)

24

Sean los vectores (2,3,0),(0,1,2),(2,2,-2),(-2,-1,4).; Cudles son sus ecuaciones
cartesianas?

a)x; +x, =0 x4-x3=0 b)x; =0
C) 3x1—2x2 +x3 = 0 d) R3

Solucién:
Comprobando las que verifican los vectores se comprueba que es la ¢)

25

¢ Cudl es el rango del sistema de vectores anterior?

Solucion:
Es de dimension 2, sin mas que restar a
3(dimR3)-1(nlmero de ecuaciones independientes)

26

Dados los subespacios vectoriales:
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Fl = L{( 1, 1, 1)} y FZ = {(xl, xz,x3) t X = ZxZ,X3 = 3x2}. Determlnal’ CUéI de
estos vectores no pertenece a F; + F,:
@) (3,2,4) b) (2,1,3) ¢)(1,1,1) d)(3,2,1)

Solucién:
El subespacio suma estaria formado por vectores del tipo

a(1,1,1) + b(2,1,3) =(a+ b,a+ 2b + a + 3b)
El vector a) cumple ser de este tipoparaa=1yb =1

27 | Los vectores (3,0,a,-1) (1,1,0,b) (2,5,b,-4) son L. D. si:
aQa =1y b =-1 by a1y b+ -1
c)a#*1ob+-1 da=10b =-1
Solucion:
La a) es la solucion sin mas que calcular el rango de los vectores puestos en forma de
matriz:
1 1 0 b 1 1 O b 1 1 0 b
(2 5 b —4>=<O 3 b —4—2b>=(0 3 b —4—2b)
3 0 a -1 0 =3 a —-1-3b 0 0 a+b —-5-5b
Para que la Ultima sea una filade cerosa = —-b =1
28 | Calcula la dimension del sistema de vectores y su ecuacion en paramétricas y

cartesianas:
H = {( 21310)1(0' 112)1(212'_2)1(_21_1;4)}

Solucién:
Aplicando el método de diagonalizacion de Gauss, nos queda que:

2 3 0 2 3 0 2 3 0
2 2 =2\ _ ([0 -1 =2 0 -1 -2
-2 -1 4 ) \o 2 4 0 0 0
0o 1 2 0 1 2 0 0 O

Por tanto, la dimensién es 2, y s6lo habra dos ecuaciones paramétricas y una ecuacion
implicita
Paramétricas :

H=1{a(2,3,0)+b(2,2,-2):a,b € R}

Para pasar a cartesianas eliminamos el parametro:

x=2a+2b
Z = —
y=3a+2b:>b=——=>{x_2a z
2 y=3a-—z
z=—-2b
Despejando la a quedaria:
Xtz y+z

> =>3x+3z=2y+2z=>3x—-2y+z=0
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PROBLEMAS RESUELTOS

1 | Consideremos los siguientes vectores de R*:
U=1{(110,1),(0,0,1,2),(0,1, - 2, - 1),(0, - 1,3,a)}. Entonces:
a) dimU = 2 sia = -3 b) dimU = 3 sia = 3
c) dimU =3 sia #3 d) dimU = 4 si a # -1
Solucién: Como son vectores de R*, el rango a lo sumo sera 4. Como los dos primeros
vectores son L.l. por no ser proporcionales, el rango que determinan ellos es 2.
Veamos si el tercero es combinacion lineal de los dos primeros. Escribimos:
0,1,-2,-1)=a(1,1,0,1) + B (0,0, 1, 2), y de aqui obtenemos el sistema
a=0
a=1
B=-2
a+26=-1
que no tiene solucion al darnos dos valores distintos para las incognitas. Esto significa
que el tercer vector no depende de los dos primerosy el rango es 3. Veamos ahora bajo
qué condiciones, el cuarto depende de los tres primeros. Escribimos
O, -1,3a=a(1,1,0,1)+pB(0,0,1,2)+y (0,1, -2, —1) que nos conduce al
sistema:
a=0
at+y=-1 .
B — )Z/y _3 De las tres primeras obtenemos: « =0 ; y=-1; f=1 que
a+20—-y=a
sustituidos en la Gltima ecuacion nos da a = 3. Paraeste valor, el cuarto vector depende
de los tres primeros y si a es distinto de 3 el rango es 4. La respuesta es la b).
Otra opcidn es calcular el determinante 4x4 que resulta| | = 3 — a, de donde sale que
a = 3 es el valor que reduce el rango y viendo que el determinante de los 3 primeros
vectores y las 3 primeras componentes es distinto de cero, ya estaria determinada la b)

2 | SeaS = {vy,v,,V3,Vs} unsistema de vectores de un espacio vectorial V de dimension

Finita no nulos. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones puede ser falsa?
a) ran{vy, v, U3, Us} = ran{vy, vy, vz, Uy}

b) ran{vy, vy, Vs, va} = ran{vy + v, V1, V3, vy}
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c) ran{vy, vz, V3, Vs}= 1 + ran{v;, U, Vs}

d) ran{vy, vz, V3, Va}} = ran{vi — v, V1, Vs, Vst

Solucion:

Por teoria sabemos que la a), b) y d) son ciertas.

La c) puede ser falsa si el vector v; es combinacion lineal de los otros tres. En este caso,
el rango no aumenta en una unidad.

Dados los subespacios vectoriales de R?:

F = L{0,2)} y G =1{(x1,%x3) €R?/2x; + x, = 0}.

Se verifica:
a) F NG = @ (conjunto vacio)
b) Fy G son subespacios vectoriales independientes, pero F @ G # R?
c) Fy G son subespacios vectoriales independientesy F @ G = R?

d) Fy G no son subespacios vectoriales independientes

Solucién:
G = {(x1,%2) € R*/2x1 + x, = 0}={(xx1, x3) € R?*/xy = =2x1}={(xx1, —2x;,)}=

{x2(1,-2)} = L{(1, -2)}
Como los dos vectores que generan Fy G son L.I forman una base de R?, se cumple que:

F + G = R? y como son independientes, entonces F @G = R? que es la c)

Consideremos las bases de R? siguientes:

B={(1-1)(02)} y B = {(-1,0) (2D}

Si las coordenadas del vector i respecto a B son (—1,1), entonces las coordenadas del
vector U respecto de B’ son:

a) (5,7) b) (7,5) c) (7,3) d) (=3,7)

Solucion:
Sabemos que u = —1(1,—1) + 1(0,2) = (-1, 3).

Ahora lo ponemos en funcion de la base B’. Queda (—1,3) = a(—1,0) + b(2,1) y
—a+2b=-1

b3 } que nos

de aqui el sistema

dab = 3y a = 7queeslac)

21




Espacios Vectoriales Apuntes sencillos Javier Burgos

Consideremos en subconjunto de R?:
Ag ={(x1,x,) ER? : ax, + bx, = k,a,b,k € R}

Si k = 0 qué opcion es incorrecta:
a) Ao es subespacio vectorial de R? cualesquiera que seana'y b
b)Sia = b = 0 entonces Ao = R?
c) Ay = L{(b,a)}cualesquieraque seanayb

d) (0,0) € A, cualesquieraqueseanayb

Solucién:
La a) es correcta ya que Ao = {(x1,x,) € R? / ax; +bxy; = 0} serfa el subespacio
dado mediante su ecuacion cartesiana.

La b) también seria correctayaquesia = b = 0, tendriamos
Ao = {(x1,x,) € R? / 0x; + 0x, = 0} y cualquier vector de R? lo cumpliria.

La d) también ya que si 4y = {(x1,x,) € R? / ax,+ bx, = 0}, el vector (0, 0) cumple
esta ecuacion.

La incorrecta por tanto es la c), porque seria (—b, a)

Determinar cuél de los siguientes subespacios afines de R® es paralelo al hiperplano
{(x1, %2, x3) € R? [ — x5 = 4}.

a) (3,0,0)+L{(1,0,1)}+L{(0,1,0)} b) (3,0,3)+L{(1,0,0)}+L{(0,1,0)}
c) (0,3,0)+L{(1,0,1)}+L{(0,0,1)} d) (0,0,3)+L{(1,—-1,0)}

%m.por teoria que dos subespacios afines ¥ + F y w + G son paralelos si los
subespacios vectoriales F y G son el mismo.

VVeamos qué vectores generan el hiperplano

Como x; — x5 = 4, tenemos que x; = x3 + 4 y nos quedaria:

{(x1,%3,%3) € R3/x; — x3 = 4}={(4,0,0) + x,(0,1,0) + x5(1,0,1)} =
=(4,0,0)+ L{(1,0,1)}+ L{(0,1,0).

La respuesta correcta es la a) por tener los mismos vectores generadores.

Considere los subespacios vectoriales de R®:

L={(xy,x3,x3) ER?: x; = x3;x, =0} y
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M = {(x;,x5,x3) € R3: x5 = 0}. Se verifica:

a) (1,0,1)eLNM b) (1,0,1) ¢ L+ M
)L M=R3 d) Ninguna de las anteriores
Solucién:

La respuesta a) no es cierta ya que para estar en la interseccién ha de estar en los dos.
Las ecuaciones de L las cumplen, pero no la de M ya que la tercera componente ha de
valer 0 y en este caso, en el vector (1, 0, 1) vale 1.

Por otra parte:
L ={(x1,x2,x3) € R*:x; = x3;x, = 0} = {(x,0,x1)} = {x;(1,0,1)} = L{(1, 0O,
1}

M = {(x1,X2,%3) € R%:x3 = 0} = {(x1,%2,0)} = {x,(1,0,0) + x,(0,1,0)}
= L{(1,0,0),(0,1,0)}}

L + M esta generado por los vectores: {(1,0, 1), (1,0,0),(0,1,0)}.
La respuesta b) es falsa ya que el vector (1, 0, 1) esté en el subespacio suma.

Por otra parte, los tres vectores son L.I. y los subespacios independientes; luego son una
base de R®.

La respuesta correcta es la.c)

Considérese los siguientes vectores de R%: (2,3,0) (0,1,2) (2,2,-2) v (=2,—1,4).

Se verifica:

a) Forman una base de R® b) Son generadores de R®

c) Son L.I. d) Ninguna de las anteriores
Solucién:

En R? las bases tienen 3 vectores lo que descarta la a) y a lo sumo hay tres vectores L.I.
lo que descarta la c).

Para generar R® necesitamos que haya tres vectores al menos que sean L.l. Los dos

2 0 2
primeros lo son. Veamos si el tercero depende de ellos. Calculamos |3 1 2 [=0y
0 2 =2
2 0 -2
si calculamos con el cuarto: |13 1 —1|=0.
0 2 4

Luego solo hay dos L.1. y, por tanto, no son sistema generador.
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La respuesta correcta es la d)

9 | Determinar cuél de los siguientes subconjuntos de R® NO es subespacio afin de R®
a) {(x11x2)x3) € R3 : xl2 + x% + x.')% = O}
b) {(x1,x2,x3) ER® : x, = 1}
C) {(xy,x3,x3) ER3: x;, =0 ; x, +2x3 =3}
d) {(x1,x2,%3) ER?: X, —x3=1 ; x3—x, =2}
Solucion:
La respuesta correcta es la d) ya que si la primera ecuacion la multiplicamos por —1 nos
daria otra equivalente que seria x3 — x, = —1 y la otra ecuacion es x; — x, = 2 que es
absurdo ya que x5 — x, no puede ser simultdneamente igual a dos nimeros distintos,
luego es un conjunto vacio de vectores.
La respuesta a) es subespacio afin por ser subespacio vectorial, ya que el Gnico vector
que cumple esa ecuacion es el (0, 0, 0) que constituye él solo un subespacio vectorial y,
por tanto, afin.
La b) se puede poner como: (x3,1,x3) = (0,1,0) + x;(1,0,0) + x3(0,0,1) que
seria el subespacio afin: (0,1,0) + L{(1,0,0),(0,0,1)}
Lac) se puede poner como (0,x5,x3) = (0,3 —2x3,x3) = (0,3,0) + x3(0,—2,1)
que es el subespacio afin.

$=1(0,3,0) +L{(0,—2,1)}
10 | Unas ecuaciones del subespacio vectorial de R® generado por los vectores:

(2,3,0) y (-2,-3,0) son:

Q) 3x-2y +z =0 by z =0
Q)3x-2y=0;z=0 d) generan R®
Solucion:

Los vectores dados son proporcionales, por tanto, el subespacio que generan los dos es
el mismo que el que genera uno de ellos. Los vectores de este subespacio son de la forma

x =2t
(x,y,z) = t(2,3,0) dedonde y = 3t;.
z=0

Si entre las dos primeras eliminamos la “t” obtenemos 3x — 2y = 0, que junto con la
tercera nos da la respuesta c)

Nota importante: EI nimero de ecuaciones cartesianas de un subespacio es igual a la
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dimension del espacio vectorial menos el numero de vectores que componen una base
de dicho subespacio (su dimension). En este caso, R® es de dimension 3 y la dimension

del subespacio es 1.
Por lo tanto, serian dos las ecuaciones cartesianas y la respuesta tendria que ser la c) no

laa) nilab)

25




